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Hacia los Vectores. Un curso Preparatorio para Física Universitaria, 

está orientado a que los alumnos ingresantes a carreras de ingeniería 

culminen dicho curso habiendo adquirido los conocimientos básicos del 

álgebra vectorial para abordar el estudio de Física Mecánica con un nivel 

adecuado al ámbito universitario. En dicha asignatura se introduce a la 

Mecánica Clásica o de Newton, estudiando las leyes que gobiernan el 

movimiento como producto de la interacción entre cuerpos. Para lograr 

este objetivo, se deben repasar y en algunos casos aprender, conceptos 

básicos de geometría, trigonometría y sistemas de referencia para hacer 

posible la representación, la descripción y el análisis de los distintos 

fenómenos físicos que se estudiarán.  

Este material de estudio está orientado a despejar la dificultad 

matemática para que el futuro alumno de primer año pueda concentrarse 

en lo que es propio de la Física: sus conceptos y sus leyes. Los temas 

del libro se presentan en un primer bloque introductorio a magnitudes, 

dimensiones y sistemas de unidades; luego se encuentran los bloques 

dedicados a temas de geometría, trigonometría, sistemas de referencia y 

finalmente el tema dedicado a vectores cuyo aprendizaje constituye el 

objetivo primordial del curso. Todos los temas contienen los aspectos 

teóricos, ejercicios resueltos y ejercicios propuestos como ejercitación 

complementaria. 
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Prólogo a la segunda edición 
 

Esta segunda edición mantiene el tenor y la secuencia temática de la primera edición, 

donde el texto ha sido revisado y clarificado, en algunos casos se han colocado 

enlaces a materiales adicionales que sirven de apoyatura. Las ecuaciones y las figuras 

han sido revisadas y las últimas rehechas. Al final del libro se ha incorporado un 

apéndice que, en la secuencia de clases de la asignatura Física Mecánica, obra como 

la clase “cero”, donde se establecen los paradigmas newtonianos y el marco de 

pensamiento objetivo con el que se desarrolla la ciencia y, por ende, su aprendizaje. 

Este trabajo ha sido posible gracias al año sabático que me ha otorgado la Universidad 

Nacional de Entre Ríos durante el año calendario 2024 para desarrollar un plan de 

actividades académicas del cual esta segunda edición es parte. 

Como la edición anterior, ésta -exclusivamente digital- no tiene fines de lucro y se cede 

libremente a colegas profesores y estudiantes que deseen usar el libro con fines 

académicos. Sirva esta obra como una humilde contribución al sistema universitario 

público argentino al cual pertenezco y con el cual me siento en deuda. 

A través de mis correos quedo a disposición para lo que cualquier lector desee 

comunicarme. 

 

 

José Di Paolo, noviembre de 2024 
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Prólogo a la primera edición 
  

La Física, en su concepto más amplio, es el estudio de la naturaleza, de los 

fenómenos que en ella se producen y de las leyes que los gobiernan. El conocimiento 

“físico” acumulado a lo largo de la historia de la humanidad ha sido logrado gracias al 

desarrollo de la Matemática que actúa a modo de “lenguaje” de la Física. En gran 

medida, el hombre describió su conocimiento cuantitativamente a través de 

ecuaciones, generando modelos matemáticos de la realidad con los cuales opera para 

dominar la naturaleza (Ingeniería) y mejorar su calidad de vida. La Matemática es una 

herramienta fundamental para la Física y su conocimiento adecuado se torna 

indispensable. En este orden de razonamientos, el Ingeniero puede definirse como un 

Físico Aplicado, el cual utiliza la Física para predecir, con “lápiz y papel” en la etapa de 

diseño, el comportamiento de lo que se encuentre desarrollando, antes de su 

construcción. 

En dichos modelos matemáticos, ciertas magnitudes físicas son representables 

matemáticamente por números, por ejemplo: la masa de un objeto o la energía 

mecánica de un automóvil. Pero magnitudes como la velocidad, la fuerza y la 

aceleración entre otras, son claramente direccionales y requieren ser representadas a 

través de un ente matemático con características geométricas que se denomina 

“vector”. El vector es un segmento orientado y como tal posee módulo, dirección y 

sentido y sus reglas de adición y producto deben ser estudiadas particularmente. 

El curso preparatorio para Física está orientado a que los alumnos ingresantes 

culminen dicho curso habiendo adquirido los conocimientos básicos del álgebra 

vectorial para abordar el estudio de Física I con un nivel adecuado al ámbito 

universitario. En dicha asignatura se introduce a la Mecánica Clásica o de Newton, 

estudiando las leyes que gobiernan el movimiento como producto de la interacción 

entre cuerpos (fuerzas por contacto y gravitacionales). Para lograr este objetivo, se 

deben repasar y en algunos casos aprender, conceptos básicos de geometría, 

trigonometría y sistemas de referencia para hacer posible la representación, 

descripción y análisis de los distintos fenómenos físicos que se estudiarán. Los 

conceptos a los cuales se alude, son propios del nivel secundario o medio y más 

precisamente del nivel técnico, sin embargo, la realidad de los últimos años demuestra 

que los alumnos ingresantes a la Universidad adolecen cada vez más de tales 

conocimientos. 

La principal dificultad que reviste el aprendizaje de la Física es el razonamiento en 

función de sus leyes, leyes que dentro de sus marcos de validez no pueden ser 

violadas por ningún fenómeno natural. Este material de estudio está orientado a 

despejar la dificultad matemática para que el futuro alumno de primer año pueda 

concentrarse en lo que es propio de la Física: sus conceptos y sus leyes. Los temas 

del curso se presentan en un primer bloque introductorio a magnitudes, dimensiones y 

sistemas de unidades; en Física, las mediciones son fundamentales para corroborar 

las teorías y así transformarlas en leyes: sin mediciones no existe el conocimiento 

físico. Luego se encuentran los bloques dedicados a temas de geometría, 

trigonometría, sistemas de referencia y finalmente el tema dedicado a vectores cuyo 

aprendizaje constituye el objetivo primordial del curso. Todos los temas contienen los 



aspectos teóricos, problemas resueltos y problemas propuestos como ejercitación 

complementaria. 

Creo que para cada alumno el fin más importante es lograr aprender, transitar su 

carrera con la máxima eficiencia y egresar de ella con niveles de excelencia. Espero 

que este libro sea uno de los primeros aportes para el logro de ese fin.  
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Tema 1: FÍSICA Y MEDICIÓN.  

 

“La filosofía se escribe en ese gran libro que nunca miente ante nuestra asombrada 
mirada, me refiero al Universo, pero que no podemos entender si no aprendemos 
primero el lenguaje y comprendemos los símbolos con los cuales está escrito. El libro 
está escrito en el lenguaje matemático y los símbolos son triángulos, círculos y otras 
figuras geométricas, sin la ayuda de las cuales es imposible concebir una sola palabra 
de él, y sin las cuales uno vaga inútilmente por un oscuro laberinto”. Galileo Galilei. 

La Física (la filosofía a la cual se refería Galileo) es la ciencia fundamental relacionada 
con la comprensión de los fenómenos naturales que ocurren en nuestro Universo. Como 
todas las ciencias fácticas, la Física parte de observaciones experimentales y 
mediciones cuantitativas. El principal objetivo de la Física es utilizar el limitado número 
de leyes que gobiernan los fenómenos naturales para predecir los resultados de futuros 
experimentos. Las leyes fundamentales se expresan en el lenguaje de la matemática, 
herramienta que brinda un puente entre la teoría y el experimento. Es decir, el conjunto 
de las leyes de la Física en un lenguaje cuantitativo y operativo como el matemático, 
constituye el modelo de la naturaleza hasta donde se la conoce. 

Cuando surge una discrepancia entre la teoría y el experimento, deben formularse 
nuevas teorías y experimentos para eliminar la discrepancia. Muchas veces una teoría 
es satisfactoria solo en condiciones limitadas; una teoría más general podría ser 
satisfactoria sin estas limitaciones. Un ejemplo clásico son las leyes del movimiento de 
Newton que describen con precisión el movimiento de cuerpos a velocidades bajas, es 
decir, velocidades no comparables con la velocidad de la luz. La teoría especial de la 
relatividad desarrollada por Einstein predice con buenos resultados el movimiento de 
objetos a baja velocidad y a velocidades que se acercan a la velocidad de la luz, por eso 
es una teoría de movimiento más general. Cuando una teoría se confirma siempre con 
los experimentos, se convierte en ley. 

La Física clásica, que equivale a toda la Física desarrollada hasta antes de 1900, incluye 
las teorías, conceptos, leyes y experimentos de la mecánica clásica, la termodinámica 
y el electromagnetismo. Galileo Galilei (1564-1642) hizo importantes contribuciones a la 
mecánica clásica con su trabajo sobre el movimiento con aceleración constante. En la 
misma época, Johannes Kepler (1571-1630) analizó datos astronómicos para enunciar 
leyes empíricas para el movimiento de cuerpos planetarios. Posteriormente, Newton 
sentó las bases de la Mecánica cuando enunció sus tres principios y la ley de gravitación 
universal. 

 

1.1) Patrones de longitud, masa y tiempo. 

Las leyes de la Física se expresan en función de magnitudes fundamentales que 
requieren una definición clara. Por ejemplo, magnitudes físicas como fuerza, velocidad, 
volumen y aceleración pueden describirse en función de magnitudes más básicas que, 
a su vez, se definen en función de mediciones o de la comparación con patrones 
establecidos. En mecánica, las tres magnitudes elegidas como fundamentales son: la 
longitud (L), la masa (M) y el tiempo (T). Las otras magnitudes físicas en la mecánica 
pueden expresarse en función de estas tres. 

En 1960, un comité internacional estableció un conjunto de patrones para estas 
magnitudes fundamentales. El sistema que se integró es una adaptación del sistema 
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métrico y recibe el nombre de Sistema Internacional (SI) de unidades. En este sistema 
las unidades de longitud, masa y tiempo son el “metro m”, el “kilogramo kg” y el “segundo 
s”, respectivamente. Otras unidades patrón del SI establecidas por el comité son las 
correspondientes a la temperatura (el kelvin, K), la corriente eléctrica (el ampere, A), la 
intensidad luminosa (la candela, cd) y la relativa a la cantidad de sustancia (el mol). 
Estas son las siete unidades básicas del SI. En el estudio de la Mecánica, sin embargo, 
se tratará sólo con las unidades de longitud, masa y tiempo. Las definiciones de las 
unidades están bajo revisión constante y pueden cambiar con el tiempo. 

1.1.1) Definición de la unidad de Longitud: 

En 1960, entonces, la longitud de un metro se definió como la distancia entre dos líneas 
trazadas sobre una barra de platino-iridio almacenada en condiciones controladas. Este 
patrón se abandonó por varias razones; la principal fue el hecho de que la limitada 
precisión con la cual puede determinarse la separación entre las líneas sobre la barra 
no cubre las necesidades actuales de la ciencia y la tecnología. Recientemente, el metro 
fue definido como 1.650.763,73 longitudes de onda de la luz naranja-roja emitida por 
una lámpara de kriptón 86. Sin embargo, en octubre de 1983, el metro se redefinió como 
la distancia recorrida por la luz en el vacío durante un tiempo de 1/299.792.458 
segundos. En efecto, esta última definición se basa en que la velocidad de la luz en el 
vacío es 299.792.458 metros por segundo. 

1.1.2) Definición de la unidad de Masa: 

La masa puede definirse como la propiedad de un cuerpo que mide la resistencia a 
variar su velocidad. La unidad fundamental de la masa en el SI, el kilogramo, se define 
como la masa de un cilindro determinado de aleación de platino-iridio que se conserva 
en el Laboratorio Internacional de Pesas y Medidas de Sevres, Francia. Este patrón de 
masa se estableció en 1879, y desde ese momento no ha habido cambios en virtud de 
que el platino-iridio es una aleación inusualmente estable. Un duplicado se conserva en 
el Instituto Nacional de Patrones y Tecnologías (NIST) en Gaithersburg, USA.1 

1.1.3) Definición de la unidad de Tiempo: 

Antes de 1960 el patrón del tiempo se había definido en función del día solar medio para 
el año de 1900. El segundo solar medio, que representa la unidad básica de tiempo, se 
definió como (1/60) x (1/60) x (1/24) del día solar medio. Sin embargo, en la actualidad 
se sabe que la rotación de la Tierra varía sustancialmente con el tiempo, por lo que no 
es adecuado emplear este movimiento en la definición de un patrón. 

En 1967, en consecuencia, el segundo se redefinió para aprovechar la ventaja de la alta 
precisión que podía obtenerse en un dispositivo conocido como reloj atómico. En este 
dispositivo las frecuencias asociadas con ciertas transiciones atómicas (las cuales son 
en extremo estables e insensibles al ambiente del reloj) pueden medirse hasta una 
precisión de una parte en 1012. Esto es equivalente a una incertidumbre menor que un 
segundo cada 30.000 años. De este modo, la unidad de tiempo del SI, el segundo, fue 
redefinida usando la frecuencia característica de un tipo particular de átomo de cesio 
como el “reloj de referencia”. Luego, el segundo, se definió como 9.192.631.770 
períodos de la radiación de átomos de cesio 133. 

 
1 A los fines de producir el patrón de masa en cualquier sitio del mundo, desde 2019 el kilogramo se define al tomar como 

valor numérico fijo a la constante de Planck “h” como 6,62607015 x 10-34 expresada en J s, o kg m2 s-1, donde el metro y 
el segundo están definidos en términos de la velocidad de la luz c, y la frecuencia de transición hiperfina del estado 

fundamental del átomo de cesio 133 (∆𝒗𝑪s). 
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1.2) Sistemas de unidades. 

Además del SI, hay otros dos sistemas de unidades que se pueden encontrar en la 
literatura técnica. El sistema “cgs” que se empleó en Europa continental antes del SI y 
el sistema “anglosajón” que -con algunas variantes- se emplea en el Reino Unido y en 
Estados Unidos como sistema legal de medidas, independientemente de la aceptación 
del SI por el resto del mundo. En el sistema cgs las unidades de longitud, masa y tiempo 
son el centímetro cm, el gramo g y el segundo, respectivamente. En el sistema 
anglosajón, las dimensiones fundamentales para la Mecánica son: la longitud, el peso 
(es decir la fuerza) y el tiempo. Las unidades son el pie ft, la libra lb y el segundo, 
respectivamente. Así como en el SI la fuerza posee una unidad derivada llamada 
Newton N, en el sistema anglosajón la masa posee una unidad derivada llamada slug. 2 

Algunos de los prefijos utilizados con mayor frecuencia para definir múltiplos y 
submúltiplos de las unidades patrón, se basan en las potencias de 10. Sus abreviaturas 
se listan en la siguiente tabla. Por ejemplo, 10-3 m es equivalente a 1 milímetro mm y 
103 m es 1 kilómetro km. De manera similar, 1 kg es 103 g y 1 mega volt MV es 106 volt 
V. 

Potencia Prefijo Abreviatura 

10-24 Yocto y 
10-21 Zepto z 
10-18 Ato a 
10-15 Femto f 
10-12 Pico p 
10-9 Nano n 
10-6 Micro μ 
10-3 Mili m 
10-2 Centi c 
10-1 Deci d 
101 Deca da 
103 Kilo k 
106 Mega M 
109 Giga G 
1012 Tera T 
1015 Peta P 
1018 Exa E 
1021 Zeta Z 
1024 Yota Y 

 

Un viaje por el universo en sus diferentes tamaños expresados en potencias de 10 del 
metro (la unidad básica de longitud en el SI), puede verse en la presentación de libre 
circulación que se halla en el siguiente enlace:  

https://drive.google.com/file/d/15l-7-t0TmObPUX8RqT1Xf-
7F1CdMnRMX/view?usp=drive_link  

 

1.3) Análisis dimensional. 

La palabra dimensión tiene un significado especial en Física. Suele significar la 
naturaleza física de una magnitud. Ya sea que se mida una distancia en unidades ft o 
m, se trata de una distancia y se dice que su dimensión es la longitud. 

 
2 El slug se define como la masa que se desplaza a una aceleración de 1 ft/s² cuando se ejerce una fuerza de una libra 

sobre ella. De la ecuación F=m×a, surge que m=F/a, luego: 1 slug= 1 lb/(ft/s2). Resulta de las conversiones que 
1slug=14,563 kg.  

https://drive.google.com/file/d/15l-7-t0TmObPUX8RqT1Xf-7F1CdMnRMX/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/15l-7-t0TmObPUX8RqT1Xf-7F1CdMnRMX/view?usp=drive_link
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Los símbolos empleados para especificar la longitud, la masa y el tiempo son (L), (M) y 
(T), respectivamente. Hay magnitudes físicas cuyas dimensiones son derivadas de las 
fundamentales o básicas. Por ejemplo, para la velocidad la dimensión es (L/T). Otro 
ejemplo es la dimensión de área, que es la de (L2). Las dimensiones de área, volumen, 
velocidad y aceleración se registran en la siguiente tabla junto con sus unidades en los 
tres sistemas más comunes. Las dimensiones de otras magnitudes, como fuerza y 
energía, se describirán a medida que se presenten. 

 

Sistema 
Área 

(L2) 

Volumen 

(L3) 

Velocidad 

(L/T) 

Aceleración 

(L/T2) 

SI m2 m3 m/s m/s2 

cgs cm2 cm3 cm/s cm/s2 

Anglosajón ft2 ft3 ft/s ft/s2 

 

En muchas situaciones será necesario deducir o verificar una fórmula específica. 
Aunque se hayan olvidado los detalles de la deducción, hay un útil y eficaz método 
conocido como “análisis dimensional” que puede utilizarse en la deducción o verificación 
de su expresión final. Este procedimiento se debe emplear siempre, puesto que ayudará 
a minimizar la memorización rutinaria de ecuaciones. El análisis dimensional aprovecha 
el hecho de que “las dimensiones pueden tratarse como cantidades algebraicas”. Es 
decir, las cantidades pueden sumarse o restarse solo si tienen las mismas dimensiones. 
Asimismo, los términos en ambos lados de una ecuación deben tener las mismas 
dimensiones. Con estas sencillas reglas se puede emplear el análisis dimensional para 
determinar si una expresión tiene o no la forma correcta. 

Para ilustrar este procedimiento, supóngase que se desea obtener una fórmula para el 
desplazamiento x experimentado por un móvil en un tiempo t, si parte del reposo y se 

mueve con aceleración constante a. La expresión correcta es 𝑥 =
1

2
𝑎𝑡2. Se utilizará el 

análisis dimensional para comprobar la validez de esta expresión. 

La magnitud x en el lado izquierdo tiene la dimensión de longitud. Para que la ecuación 
sea dimensionalmente correcta, la cantidad que resulte en el lado derecho también debe 
tener esa misma dimensión. Se puede efectuar una comprobación dimensional al 
sustituir las dimensiones de la aceleración, (L/T2) y el tiempo (T), en la ecuación. Es 

decir, la forma dimensional de la ecuación 𝑥 =
1

2
𝑎𝑡2 es: 

𝐿 =
𝐿

𝑇2
 𝑇2 = 𝐿 

Las unidades de tiempo se cancelan y queda la unidad de longitud. 

Un procedimiento más general con el análisis dimensional es escribir una expresión de 
la forma: 

𝑥 ∝ 𝑎𝑛 𝑡𝑚 

donde n y m son exponentes que deben determinarse, y el símbolo  indica 
proporcionalidad. Esta relación sólo es correcta si las dimensiones de ambos lados son 
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iguales. Puesto que la dimensión del lado izquierdo es longitud, la dimensión del lado 
derecho también debe serlo. Es decir: 

[𝑎𝑛 𝑡𝑚] = 𝐿 

En vista de que la dimensión de la aceleración es (L/T2) y la dimensión de tiempo es (T), 
se tiene: 

(𝐿/𝑇2)𝑛 𝑇𝑚 = 𝐿 

o                                                          𝐿𝑛  𝑇𝑚−2𝑛 = 𝐿 

Como los exponentes de (L) y (T) deben ser los mismos en ambos lados, se ve que n=1 
y m=2. En consecuencia, se concluye que: 

𝑥 ∝ 𝑎𝑡2 

Este resultado difiere de la expresión correcta, la cual es 𝑥 =
1

2
𝑎 𝑡2. Debido a que el 

factor ½ es adimensional, no hay forma de determinar esto vía un análisis dimensional. 

 

1.4) Conversión de unidades. 

Algunas veces es necesario convertir unidades de un sistema a otro. Los factores de 
conversión entre las unidades del SI y anglosajón de longitud son como siguen: 

1 mi = 1.609 m = 1,609 km  (mi: milla) 

1 m = 39,37 in = 3,281 ft     (in: pulgada) 

1 ft = 0,3048 m = 30,48 cm 

1 in = 0,0254 m = 2,54 cm 

 

LONGITUD m cm km  in ft mi 

1 metro 1 102 10-3  39,37 3,281 6,215x10-4 

1 centímetro 10-2 1 10-5  0,3937 3,281x10-2 6,215x10-6 

1 kilómetro 103 105 1  3,937x104 3,281x103 0,6214 

1 inch 2,540x10-2 2,540 2,540x10-5  1 8,333x10-2 1,578x10-5 

1 foot 0,3048 30,48 3,048x10-4  12 1 1,894x10-4 

1 mile 1.609 1,609x105 1,609  6,335x104 5.280 1 

Es posible tratar a las unidades como cantidades algebraicas que pueden cancelarse 
entre sí. Por ejemplo, si se desea convertir 15,0 in a cm, como 1 in = 2,54 cm, se 
encuentra que: 

15,0  𝑖𝑛 = (15,0 𝑖𝑛) (2,54
𝑐𝑚

𝑖𝑛
)  =  38,1 𝑐𝑚 
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MASA kg g slug u 

1 kilogramo 1 103 6,854x10-2 6,024x1026 

1 gramo 10-3 1 6,854x10-5 6,024x1023 

1 slug 14,59 1,459x104 1 8,789x1027 

1 unidad de masa 
atómica 

1,660x10-27 1,660x10-24 1,138x10-28 1 

 

TIEMPO s min h día año 

1 segundo 1 1,667x10-2 2,778x10-4 1,157x10-5 3,169x10-8 

1 minuto 60 1 1,667x10-2 6,944x10-4 1,901x10-6 

1 hora 3.600 60 1 4,167x10-2 1,141x10-4 

1 día 8,640x104 1.440 24 1 2,738x10-3 

1 año 3,155x107 5,259x105 8,765x103 365,2 1 

 

1.5) Cálculos de órdenes de magnitud. 

Con frecuencia, en Física es conveniente calcular una respuesta aproximada a un 
problema, más aún cuando se dispone de poca información. Estos resultados pueden 
emplearse para determinar si es o no necesario un cálculo más preciso. Estas 
aproximaciones suelen tener como origen ciertas suposiciones que deben ser 
modificadas si se buscase más precisión. Así, en ocasiones se hará referencia al orden 
de magnitud de cierta cantidad como la potencia de 10 del número que describe dicha 
cantidad. Si, por ejemplo, se dice que una cantidad aumenta su valor en tres órdenes 
de magnitud, esto significa que su valor aumenta en un factor de 103 =1.000. 

Un ejemplo sencillo de aproximación fundada en órdenes de magnitudes sería el 
siguiente: supongamos un móvil en movimiento rectilíneo uniformemente acelerado, es 
decir con aceleración constante, que en el instante de tiempo t=0 se encuentra en el 
origen, siendo su velocidad 100 m/s. Si su aceleración es de 10-3 m/s2, su posición al 
cabo de 100 s será:  

𝑥 = 𝑉𝑜 𝑡 +
1

2
 𝑎 𝑡2                                                     (1-1) 

Luego, 

𝑥 = 100 
𝑚

𝑠
 100 𝑠 +

1

2
10−3  

𝑚

𝑠2
 (100 𝑠)2 

 

𝑥 = 104 𝑚 + 5 𝑚 = 10.005 𝑚 
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Como vemos, el 1° término de la expresión (1-1) es de orden 4 mientras que el del 2° 
término es de orden cero. Por ello, un preciso y rápido primer análisis podría hacerse 
sólo con el primer término de la expresión (1-1), es decir: 

𝑥 = 𝑉𝑜 𝑡 = 104 𝑚 

El error porcentual cometido, en este caso por defecto, sería: 

𝐸% =
10.000 − 10.005

10.000
100 = −5𝑥10−2% = −0,05% 

lo cual corrobora la validez de la aproximación. 

 

1.6) Cifras significativas 

Cuando se miden ciertas magnitudes, sus valores se conocen sólo hasta los límites de 
la incertidumbre experimental. El valor de ésta depende de varios factores como: la 
calidad del aparato, la habilidad del experimentador y el número de mediciones 
efectuadas. 

Supóngase que en un experimento en el laboratorio se nos pide medir el área de una 
placa rectangular con una regla métrica como instrumento de medición. Supóngase 
también que la precisión hasta la cual se puede hacer una medición particular de la 

placa es 0,1 cm. Si la longitud de la placa es 16,3 cm, se puede afirmar que su longitud 
se encuentra entre 16,2 cm y 16,4 cm. En este caso se dice que el valor medido tiene 
tres cifras significativas. De igual manera, si se encuentra que su ancho mide 4,5 cm el 
valor real se encuentra entre 4,4 cm y 4,6 cm. Este valor medido tiene sólo dos cifras 

significativas. Así, se podrán escribir los valores medidos como (16,3  0,1) cm y (4,5  
0,1) cm. 

Supóngase ahora que se busca el área de la placa al multiplicar los dos valores medidos. 
Si se afirmara que el área es (16,3 cm) x (4,5 cm) = 73,35 cm2, la respuesta no tendría 
justificación debido a que contiene 4 cifras significativas, cantidad que es mayor al 
número de cifras significativas en cualquiera de las longitudes medidas. Una buena regla 
práctica para usar como guía en la determinación de cifras significativas es la siguiente: 

Cuando se multiplican varias cantidades, el número de cifras significativas 
en la respuesta final es el mismo que el número de cifras significativas en la 
menos precisa de las cantidades multiplicadas, donde “menos precisa” 
significa “tener el menor número de cifras significativas”. La misma regla se 
aplica a la división. 

Al aplicar esta regla al ejemplo de multiplicación anterior, se ve que la respuesta para el 
área sólo puede tener dos cifras significativas. Por consiguiente, todo lo que se puede 
afirmar es que el área es de 73 cm2, reconociendo que el valor puede variar entre (16,2 
cm) x (4,4 cm) = 71 cm2 y (16,4 cm) x (4,6 cm) = 75 cm2. 

Los ceros pueden o no ser cifras significativas. Los utilizados para colocar la coma 
decimal en números como 0,03 y 0,0075 no son significativos. En este caso hay una o 
dos cifras significativas, respectivamente. Sin embargo, cuando la posición de los ceros 
viene después de otros dígitos existe la posibilidad de una interpretación incorrecta. Por 
ejemplo, supóngase la masa de un objeto de 1.500 g. En estos casos es común utilizar 
la notación científica para indicar el número de cifras significativas. Es decir, se podría 
expresar la masa como 1,5x103 g si hubiera dos cifras significativas en el valor medido 
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(si hemos medido con precisión de 100 g); 1,50 x 103 g si hubiera tres cifras significativas 
(precisión de 10 g), y 1,500x103 g si hubiera cuatro (precisión de 1 g). Del mismo modo, 
0,00015 debe expresarse en notación científica como 1,5x10-4 si tuviera dos cifras 
significativas o como 1,50x10-4 si tuviera tres. Los tres ceros entre el punto decimal y el 
dígito 1 en el número 0,00015 no se cuentan como cifras significativas porque solo están 
presentes para ubicar el punto decimal (son los ceros a la izquierda de los cuales surge 
el dicho popular). En general, una cifra significativa es un dígito conocido 
confiablemente. 

En la adición y en la sustracción, el número de lugares decimales debe considerarse 
cuando se determina cuántas cifras significativas se van a indicar. 

Cuando se suman o restan números, el número de decimales en el 
resultado debe ser igual al número más pequeño de decimales en cualquier 
término de la suma. 

Por ejemplo, al sumar 123 + 5,35; la respuesta sería 128 y no 128,35. En la suma 1,0001 
+ 0,0003 = 1,0004; el resultado tiene cinco cifras significativas, aun cuando uno de los 
términos en la suma, 0,0003, sólo tiene una cifra significativa. De igual modo, en la 
sustracción 1,002 - 0,998=0,004, el resultado tiene sólo una cifra significativa, aunque 
un término tiene cuatro cifras significativas y el otro tiene tres. 

 

1.7) Ejercicios de aplicación 

1) Un lote de construcción rectangular mide 100,0 ft por 150,0 ft. Determine el área de 
este lote en m2. 

R: 1.393 m2 

2) La ley de Newton de la gravitación universal establece que la fuerza de atracción 

entre dos cuerpos está dada por 𝐹 = 𝐺
𝑀𝑚

𝑟2 , en la cual F es la fuerza de atracción 

gravitacional, M y m son las masas de los cuerpos interactuantes y r es la distancia 
que los separa (medida entre sus centros). La fuerza tiene las unidades kg m s-2 del 
SI. ¿Cuáles son las unidades SI de la constante G? 

R: [𝐺] =
𝑚3

𝑠2𝑘𝑔
 

3) Un galón de pintura (volumen = 3,78x10-3 m3) cubre un área de 25,0 m2. ¿Cuál es el 
espesor de la pintura en la pared? 

R: 1,51x10-4 m 

4) Una pirámide tiene una altura de 481 ft y su base cubre un área de 13,0 ac (1 ac = 

43.560 ft2) 3. Si el volumen de una pirámide está dado por la expresión 𝑉 = (
1

3
) 𝐵 ℎ, 

donde B es el área de la base y h es la altura, encuentre el volumen de esta pirámide 
en metros cúbicos. 

R: 2,57x106 m3 

5) El radio medio de la Tierra es 6,37x106 m y el de la Luna es de 1,74x108 cm. Con 
estos datos calcule, a) La proporción entre el área superficial de la Tierra y la de la 

 
3  El símbolo “ac” se lee “acre”, que es una unidad de área del sistema anglosajón. 
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Luna y b) la proporción de volúmenes de la Tierra y de la Luna. Recuerde que el 

área de la superficie de una esfera es 4 𝜋 𝑟2 y su volumen es (
4

3
) 𝜋 𝑟3. 

R: a) 13,4, b) 49,1 

6) Considere 60 latidos del corazón humano por minuto y calcule el número de latidos 
durante una vida promedio de 70 años. 

R: 2,2x109 latidos  

7) En 1.946 se determinó la distancia de la Tierra a la Luna usando un radar. Si el viaje 
ida y vuelta de la Tierra a la Luna le toma al haz del radar 2,56 s. ¿Cuál es la 
distancia de la Tierra a la Luna? (la velocidad de las ondas del radar es 3,00x108 

m/s). 

R: 3,84x108 m 

8) Determine el número de cifras significativas en los siguientes números: a) 23 cm; b) 
3.589 s; c) 4,67x103 m/s; d) 0,0032 m. 

R: a) 2, b) 4, c) 3, d) 2 

9) Efectúe las siguientes operaciones aritméticas: a) la suma de los números 756; 37,2; 

0,83 y 2,5; b) el producto 3,2 x 3.563; c) el producto 5,6 x . 

R: a) 796, b) 1,1x104, c) 17 

10) Un granjero desea medir el perímetro de un campo rectangular. La longitud de los 
lados largos es 38,44 m y la longitud de los lados cortos, 19,5 m. ¿Cuál es la longitud 
total alrededor del campo? 

R: 116 m 
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Tema 2: INTRODUCCIÓN A TRIÁNGULOS. 

 
 
DEFINICIÓN: dados tres puntos 1 A, B y C, que no pertenezcan a una misma recta, se 
llama triangulo ABC a la Figura plana formada por el conjunto de los ángulos 2 convexos 

�̂�, 𝐵 ̂y �̂� (un ángulo se dice convexo cuando es menor a 180°, sino es cóncavo). 

 

Figura 2-1 

 

2.1) Clasificación de los triángulos. 

Según los lados: Equiláteros: cuando tienen sus tres lados iguales. Isósceles: cuando 
tienen dos lados iguales y uno desigual llamado base. Escalenos: cuando tienen sus 
tres lados desiguales. 
 

 

Figura 2-2 

Según los ángulos: Rectángulos: cuando tienen un ángulo recto. Acutángulo: si tienen 
sus tres ángulos agudos. Obtusángulos: cuando tienen un ángulo obtuso. 

 

Figura 2-3 

2.1.1) Suma de los ángulos interiores de un triángulo. 

Si medimos los ángulos interiores de un triángulo y sumamos los valores obtenidos, 
veremos que la suma es igual a 180°. Para afirmar esta propiedad demostraremos el 
siguiente Teorema. 

 
1 Tres puntos siempre se encuentran en el mismo plano, ésta es una de las bases de la geometría. Por lo tanto, un 
triángulo es una Figura plana. 
2 Ver ítem 3.1 
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TEOREMA: la suma de los ángulos interiores de un triángulo cualquiera es igual a 180°. 
 

H) Se tiene un triángulo 𝐴�̂�𝐶 donde �̂�, 𝐵 ̂y �̂� son ángulos interiores 

T) �̂� + �̂� + �̂� = 180°        

D) Dibujando por el vértice A la recta p paralela a BC, se forman los ángulos 

consecutivos β, �̂� y γ cuya suma forma un ángulo de 180°. 

 

Figura 2-4 

β +�̂�+ γ = 180°                                                  (2.1) 

Pero β =�̂� por alternos internos entre las rectas paralelas p y BC y la secante AB y γ =�̂� 

por alternos internos entre p y BC y la secante AC. Reemplazando en (2.1) los valores 

de β y γ, resulta:     

 

CONSECUENCIAS: 

I) Si en un triángulo, un ángulo es recto u obtuso, los otros dos son agudos. 

En efecto: si uno de los otros dos ángulos fuese recto u obtuso los tres ángulos sumarian 
más de 180º, lo cual es imposible por el teorema anterior. Luego esos dos ángulos son 
agudos. 

En símbolos:  Si �̂� = 90°;   �̂�  𝑦  �̂� 𝑠𝑜𝑛 𝑎𝑔𝑢𝑑𝑜𝑠 

           Si �̂� > 90°  (𝑜𝑏𝑡𝑢𝑠𝑜), �̂�  𝑦  �̂�  𝑠𝑜𝑛  𝑎𝑔𝑢𝑑𝑜𝑠 

 

Figura 2-5 

Â + B̂ + Ĉ  = 180° 
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II) Si en dos triángulos, dos ángulos son respectivamente congruentes, los terceros 
también son congruentes (entiéndase por congruencia a la igualdad). 

 

Figura 2-6 

En efecto: los terceros ángulos tienen el mismo suplemento, que es la suma de los otros 
dos. En símbolos: 

Si �̂� =  𝐴′̂ y �̂� =  𝐵′̂, es �̂� =  𝐶′̂ por ser suplementarios de (A + B) y (A’ + B’) 
respectivamente. 

2.1.2) Ángulo exterior. 

Se llama ángulo exterior de un triángulo a cada uno de los ángulos adyacentes a los 

ángulos interiores del mismo. β es exterior al triangulo ABC, pues β y �̂� son adyacentes 
(dos ángulos son adyacentes cuando suman 180°). 

 

Figura 2-7 

OBSERVACIÓN: todo triángulo admite 6 ángulos exteriores.  

TEOREMA: todo ángulo exterior es congruente con la suma de los interiores no 
adyacentes. 

H) Dado el triángulo 𝐴�̂�𝐶 y siendo γ ángulo exterior 

T) 𝛾 = �̂� + �̂� 

      D) Por ser γ exterior al triángulo 𝐴�̂�𝐶, por hipótesis y por definición de ángulo 

exterior, resulta que: 𝛾 + �̂� = 180° (adyacentes) 

 

Figura 2-8 
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Además �̂� + �̂� + �̂� = 180° (Teorema de los ángulos interiores) 

Si los segundos miembros son iguales los primeros también lo serán, luego: 

𝛾 + �̂� = �̂� + �̂� + �̂� 

y como �̂� = �̂� (por propiedad reflexiva) 

𝛾 = �̂� + �̂� 

CONSECUENCIA: en todo triángulo un ángulo exterior es mayor que cualquiera de los 
interiores no adyacentes al mismo. 

En efecto, como todo ángulo exterior es congruente con la suma de los dos ángulos 
interiores no adyacentes, resulta evidente que será mayor que cada uno de esos 
ángulos interiores. 

2.1.3) Propiedades de los triángulos isósceles y equiláteros. 

Triángulo isósceles: Consideremos un triángulo isósceles cualquiera y verifiquemos con 
un transportador el valor de cada uno de los ángulos opuestos a los lados iguales al 
triángulo. 

 

            Figura 2-9 

 

Se constatará entonces, que estos dos ángulos son 
iguales. Esta comprobación puede efectuarse en 
cualquier triángulo isósceles; en consecuencia, puede 
generalizarse aceptando el siguiente postulado: 

POSTULADO DE LOS TRIÁNGULOS ISÓSCELES: En todo triángulo isósceles, a los 
lados iguales se le oponen ángulos iguales. 

OBSERVACIÓN: Este postulado también puede enunciarse así: Los ángulos de la base 
de un triángulo isósceles, son iguales. 

En símbolos: si el triángulo 𝐴�̂�𝐶 tiene 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶, resulta �̂� = �̂�. 

Triángulos Equiláteros: como los triángulos equiláteros tienen sus lados iguales por 
definición, puede comprobarse que sus ángulos opuestos también lo serán: por ello 
puede enunciarse lo siguiente. 

PROPIEDAD DE LOS TRIANGULOS EQUILÁTEROS: los ángulos de todo triángulo 
equilátero son iguales y miden, cada uno, 60°. 

Si el triángulo 𝐴�̂�𝐶 tiene 𝐶𝐵 = 𝐶𝐴 = 𝐴𝐵 

es �̂� = �̂� = �̂� = 60° 

 

 

Figura 2-10 
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2.1.4) Relaciones entre lados y ángulos de un triángulo 

TEOREMA: Si en un triángulo dos lados son desiguales, a mayor lado se le opone mayor 
ángulo. 

H) Sea el triángulo 𝐴�̂�𝐶; donde 𝐵𝐶 > 𝐴𝐵, el ángulo �̂� es opuesto al lado 𝐵𝐶 y 

el ángulo �̂� es opuesto al lado 𝐴𝐵 

T) �̂� > �̂� 

D) Se sabe por hipótesis que 𝐵𝐶 > 𝐴𝐵, luego, podemos dibujar el lado menor 
sobre el lado mayor a partir del vértice B, resultando el punto P interior al 

segmento BC y, además, 𝐴𝐵 = 𝐵𝑃  

 

Figura 2-11 

Se une A con P y se tiene que el triángulo ABP es isósceles pues 𝐴𝐵 = 𝐵𝑃 por 
construcción. 

⇒ 𝛼 = 𝛼′ por el postulado de los triángulos isósceles. 

y como �̂� > 𝛼, resulta �̂� > 𝛼′ 

En el triángulo 𝐴�̂�𝐶: 𝛼′ > �̂� por ser 𝛼′ un ángulo exterior. Luego �̂� > 𝛼′ > �̂�, de donde 

�̂� > �̂� por carácter transitivo de la desigualdad de los ángulos. 

POSTULADO 3: en todo triángulo, cualquier lado es menor a la suma de los otros dos. 

 

2.2) Triángulos rectángulos. 

 
 
 
 
Conviene recordar que todo triangulo que tiene 
un ángulo recto, se llama triángulo rectángulo. 

 
Figura 2-12 

 
3 Postulado es una proposición cuya verdad se admite sin pruebas para servir de base en ulteriores razonamientos. 
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Los lados que forman el ángulo recto se llaman catetos y el lado opuesto al ángulo recto, 
hipotenusa. 

 

2.3) Igualdad de triángulos por congruencia. 

La experiencia nos indica que, dado un triángulo ABC, si lo colocamos frente a un 
espejo, se obtiene otro triangulo A´B´C´, que tiene sus tres lados iguales a los del 
primero y también los tres ángulos iguales a los del ABC. Se dice entonces, que los 
triángulos ABC y A´B´C´, son iguales o congruentes. 

DEFINICIÓN: Dados los triángulos ABC y A´B´C´, se dice que son congruentes cuando 
los lados y los ángulos del primero son respectivamente congruentes a los lados y 
ángulos del segundo. O bien, dos triángulos son iguales o congruentes, cuando puede 
deducirse uno de otro por un movimiento de traslación y/o de rotación. 

 

Figura 2-13 

 

𝐴�̂�𝐶 = 𝐴′�̂�′𝐶′

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′

𝐵𝐶 = 𝐵′𝐶′

𝐴𝐶 = 𝐴′𝐶′

�̂� = �̂�′

�̂� = �̂�′

�̂� = �̂�′

 

 

2.3.1) Propiedades de la congruencia de triángulos. 

Como toda igualdad, goza de las siguientes propiedades: 

PROPIEDAD REFLEXIVA: Todo triangulo es congruente a sí mismo. En símbolos:  

𝐴�̂�𝐶 = 𝐴�̂�𝐶 

PROPIEDAD SIMÉTRICA: Si un triángulo es congruente a otro, este es congruente al 
primero. En símbolos:  

𝐴�̂�𝐶 =𝐴′�̂�′𝐶′ 

𝐴′�̂�′𝐶′=𝐴�̂�𝐶 

PROPIEDAD TRANSITIVA: Si un triángulo es congruente a otro y este a su vez es 
congruente a un tercero, el primero es congruente al tercero. En símbolos:  

𝐴�̂�𝐶 = 𝑀�̂�𝑃

𝑀�̂�𝑃 = 𝑋�̂�𝑍

}𝐴�̂�𝐶 = 𝑋�̂�𝑍 
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CONSECUENCIA: Dos triángulos congruentes a un tercero, son congruentes entre sí. 
En símbolos:  

𝐴�̂�𝐶 = 𝑋�̂�𝑍

𝑀�̂�𝑃 = 𝑋�̂�𝑍

}𝐴�̂�𝐶 = 𝑀�̂�𝑃 

 

2.4) Criterios de congruencia. 

Los criterios de congruencia son las condiciones necesarias y suficientes para saber 
cuándo dos triángulos son congruentes. 

Por definición, puede decirse que dos triángulos son congruentes cuando lo son sus 6 
elementos respectivamente. Pero esta condición no es independiente, pues basta que 
se cumpla la congruencia de algunos de sus elementos para que se verifiquen 
automáticamente la congruencia de los restantes. Como comprobaremos enseguida, 
puede afirmarse que, en general, dos triángulos son congruentes cuando lo son 
respectivamente 3 de sus elementos, entre los cuales figure, por lo menos, un lado. Ud. 
puede comprobarlo gráficamente. 

1er CRITERIO: Si dos triángulos tienen dos lados y el ángulo comprendido 
respectivamente congruentes, son congruentes. En símbolos:  

𝐵𝐴 = 𝐵′𝐴′

𝐵𝐶 = 𝐵′𝐶′

�̂� = �̂�′

}𝐴�̂�𝐶 = 𝐴′�̂�′𝐶′ 

2do CRITERIO: Si dos triángulos tienen un lado y dos ángulos respectivamente 
congruentes son congruentes. En símbolos: 

𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′

�̂� = �̂�′

�̂� = �̂�′

}𝐴�̂�𝐶 = 𝐴′�̂�′𝐶′ 

3er CRITERIO: Si dos triángulos tienen sus lados respectivamente congruentes son 
congruentes. En símbolos: 

𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′

𝐵𝐶 = 𝐵′𝐶′

𝐴𝐶 = 𝐴′𝐶′

}𝐴�̂�𝐶 = 𝐴′�̂�′𝐶′ 

4to CRITERIO: Si dos triángulos tienen dos lados y el ángulo opuesto al mayor de ellos, 
respectivamente congruentes, son congruentes. En símbolos:  

𝐴𝐶 = 𝐴′𝐶′

𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′

�̂� = �̂�′
𝑠𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜
𝐴𝐵 > 𝐴𝐶
𝐴′𝐵′ > 𝐴′𝐶′}

 
 

 
 

𝐴�̂�𝐶 = 𝐴′�̂�′𝐶′ 
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2.5) Triángulos Semejantes. 

En un triángulo ABC, tracemos una paralela al lado BC, que corte a los otros dos lados 
en D y E. (Figura 2-14). 

1°) Los ángulos de los triángulos ABC y ADE son iguales. �̂� es común, �̂� = �̂� y �̂� = �̂� 
(ángulos correspondientes entre paralelas). 

2°) Existe proporcionalidad entre lados: 

𝐴𝐵

𝐴𝐷
=
𝐴𝐶

𝐴𝐸
=
𝐵𝐶

𝐷𝐸
 

 

Figura 2-14 

Se dice entonces que los triángulos ABC y ADE son semejantes. Observemos que son 
los lados opuestos a ángulos iguales los que son proporcionales, a ellos, los llamaremos 
lados homólogos. 

DEFINICIÓN: Dos triángulos se llaman semejantes cuando tienen sus ángulos iguales 
y sus lados homólogos proporcionales. Se llama razón de semejanza la razón de dos 
lados homólogos. 

De la definición anterior, se puede deducir: 

TEOREMA FUNDAMENTAL: Toda paralela a un lado de un triángulo determina un 
segundo triángulo semejante al primero. 

(Nombraremos siempre dos triángulos semejantes leyendo los vértices de los ángulos 
iguales en el mismo orden. Por ejemplo: ABC y ADE) 

NOTA: Sean A’D’E’ y A’’D’’E’’ dos triángulos obtenidos desplazando el triángulo ADE. 
Estos triángulos son, evidentemente semejantes al ABC (ver Figura 2-14). 

2.5.1) Casos de semejanza de triángulos. 

La semejanza de dos triángulos lleva consigo 3 igualdades de ángulos y 2 igualdades 
de razones entre lados. Vamos a ver que, para establecer la semejanza de dos 
triángulos, bastan dos igualdades debidamente elegidas entre las cinco indicadas. Cada 
grupo de estas dos condiciones indispensables se llama caso de semejanza. 
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1° caso: Sean dos triángulos ABC y A’B’C’, tales que: 

�̂� = �̂�′ y �̂� = �̂�′   

 

Figura 2-15 

Traslademos el triángulo A’B’C’ de manera que llegue a coincidir el ángulo �̂�′ con el �̂� y 

sean D y E las posiciones respectivas de los vértices B’ y C’. El ángulo �̂�, nueva posición 

de �̂�′ es, por hipótesis, igual al �̂�; además, como estos dos ángulos están en posición 
de correspondientes, las rectas BC y DE resultarán paralelas, y los triángulos ABC y 
ADE serán semejantes. Pero, como los triángulos ADE y A’B’C’ son iguales, el triángulo 
ABC será semejante al A’B’C’. De aquí el enunciado: 

Si dos triángulos tienen dos ángulos respectivamente iguales, son semejantes. 

En consecuencia, dos triángulos equiláteros o dos triángulos rectángulos isósceles 
serán siempre semejantes. 

COROLARIO: Si dos triángulos tienen sus lados paralelos o perpendiculares, son 
semejantes. 

2° caso: Sean dos triángulos ABC y A’B’C’ tales que: 

�̂� = �̂�′ y  
𝐴𝐵

𝐴′𝐵′
=

𝐴𝐶

𝐴′𝐶′
 

 

Figura 2-16 
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Traslademos el triángulo A’B’C’ de manera que coincida el ángulo �̂�′ con su igual �̂�. 
Sean D y E las posiciones respectivas de los vértices B’ y C’. Como AD y AB son 
proporcionales a AE y AC, los lados DE y BC son paralelos y los dos triángulos resultan 
semejantes. El triángulo ABC es, pues, semejante al A’B’C’. Luego, se enuncia: 

Si dos triángulos tienen un ángulo igual, comprendido entre lados proporcionales, son 
semejantes. Por ejemplo: Dos triángulos isósceles que tengan igual el ángulo en el 
vértice, son semejantes. 

3° caso: Sean dos triángulos ABC y A’B’C’ (Figura 2-17), tales que sus lados sean 
proporcionales. Por ejemplo: A’B’ es 2/3 de AB, A’C’ es 2/3 de AC y B’C’ es 2/3 de BC. 

𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
𝐴′𝐶′

𝐴𝐶
=
𝐵′𝐶′

𝐵𝐶
=
2

3
 

 

Figura 2-17 

Llevemos A’B’ sobre AB y sea D la posición que toma B’. Tracemos por D la paralela a 
BC. Los triángulos ABC y ADE son, por consiguiente, semejantes, y la razón de sus 

lados es igual a la razón de semejanza: 
𝐴𝐷

𝐴𝐵
=
𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
2

3
.  

Dicho de otro modo, los lados AD, AE y DE valen respectivamente 2/3 de AB, de AC y 
de BC. Los triángulos ADE y A’B’C’ tienen sus lados iguales; luego los triángulos ABC y 
A’B’C’ son semejantes. 

Si dos triángulos tienen sus lados respectivamente proporcionales, son semejantes. 

Caso particular: triángulos rectángulos. 

Sean dos triángulos ABC y A’B’C’, rectángulos en A y A’ (Figura 2-18) tales que: 

𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
𝐵′𝐶′

𝐵𝐶
                                        (2.2) 

Llevemos B’A’ sobre BA y sea D la posición que toma A’. Tracemos por D la paralela a 
AC; los triángulos BDE y ABC son semejantes. Por lo tanto:  

𝐷𝐵

𝐴𝐵
=
𝐵𝐸

𝐵𝐶
                                          (2.3) 
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Figura 2-18 

Siendo iguales los primeros miembros de las igualdades (2.2) y (2.3) lo son también los 
segundos; luego BE = B’C’. Los triángulos DBE y A’B’C’ tienen pues, la hipotenusa igual 
y un cateto igual; son iguales y por consiguiente ABC y A’B’C’ son triángulos semejantes. 

CONSECUENCIA: Si dos triángulos rectángulos tienen la hipotenusa y uno de sus 
catetos proporcionales, son semejantes. 

 

2.6) Ejercicios de aplicación. 

1) ¿Cuánto vale cada uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo isósceles? 

R = 45° 

2) Un ángulo de un triángulo vale 64° y otro 32°. ¿Cuántos grados corresponden al 
tercer ángulo y como se llamará el triángulo en razón de sus ángulos? 

R: Tercer ángulo = 84°; Triángulo acutángulo 

3) ¿Cuánto valdrá cada uno de los ángulos adyacentes a la base de un triángulo 
isósceles, siendo el ángulo opuesto 5/6 de un ángulo recto? 

R = 52° 30´ 

4) ¿Cuál es el valor del ángulo opuesto a la base de un triángulo isósceles, siendo que 
uno de los de la base vale 71° 13´? 

R = 37° 34´ 

5) El perímetro de un triángulo equilátero es igual a 45 cm. ¿Qué longitud tendrá cada 
uno de sus lados? 

R = 15 cm. 

6) En el triángulo MNP, el ángulo �̂�= 55° 23´ y el �̂�= 81° 11´. Calcular el valor del 
ángulo determinado por las bisectrices de los ángulos dados. Corroborar el resultado 
gráficamente. 

R = 111° 43´ 
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7) Calcular los valores de los ángulos �̂�, 𝐵 ̂y �̂� de un triángulo sabiendo que �̂� es el 

triple de �̂� y �̂� es el cuádruplo de �̂�. 

R: �̂� = 127° 3’ 31’’13/17, 𝐵 ̂= 42° 31’ 10’’, �̂� = 10° 35’ 17’’11/17 

8) ¿Es posible construir un triángulo isósceles tal que cada uno de sus lados iguales 
sea igual o menor que la mitad de la base? 

R: No, por cuanto no se verifica b < a + c. 

9) Calcular los valores de los ángulos, �̂� y �̂� de un triángulo sabiendo que �̂� es el triple 

de �̂� y �̂� es igual a la sexta parte de �̂�. 

R: �̂� = 129° 36’; 𝐵 ̂= 7° 12’; �̂� = 43° 12’ 

10) Calcular los valores de los ángulos, �̂� y �̂� de un triángulo, sabiendo que �̂� es el 

quíntuplo de �̂� y �̂� el cuádruplo de �̂�. 

R: �̂� = 144°, �̂� = 28° 48’, �̂� = 7° 12’ 

11) Se sabe que la suma de tres de los ángulos interiores de un trapezoide es igual a 
277°31’. ¿Cuál es el valor del cuarto ángulo? 

R: 82° 29’ 

12) En un triángulo ABC se sabe que �̂�=75° y �̂�=35°. Calcular el valor del ángulo 
determinado por las alturas correspondientes a los lados a y b. 

R:110° 

13) Calcular el valor de los ángulos 𝐵 ̂y �̂� de un triángulo sabiendo que �̂�-�̂� = 44° y que 

�̂�-�̂� = 25°. 

R: �̂� = 39°, 𝐵 ̂= 58° y �̂� = 83° 

14) Calcular el valor de los ángulos �̂�, �̂� y �̂� de un triángulo sabiendo que �̂� supera a �̂� 

en 69° y 𝐵 ̂supera a �̂� en 51°. 

R: �̂� = 123°; �̂� = 54° y �̂� = 3° 

15) Calcular el valor de los ángulos, α, β, γ, δ, ε y π de la Figura. 

 

 

 

R: α = 43°, β = 118° 

γ = 62°, δ = 118° 

ε = 62° y π =40° 
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16) Indicar las conclusiones a las que se puede llegar acerca de la longitud de los lados 

𝐴𝐵, 𝐴𝐶 y 𝐵𝐶del triángulo ABC, en cada uno de los siguientes supuestos: 

 
 
 

𝑎)�̂� > �̂� 
𝑏)�̂� < �̂� 
𝑐)�̂� > �̂� > �̂� 
𝑑)�̂� > �̂� 
𝑒)�̂� ≥ �̂�, �̂� ≤ �̂� 

           𝑓)�̂� > �̂�, �̂� ≥ �̂�                                    
 

 

          Respuestas 

𝑎)𝐴𝐶 > 𝐵𝐶 

𝑏)𝐴𝐶 < 𝐴𝐵 

𝑐)𝐵𝐶 > 𝐴𝐶 > 𝐴𝐵 

𝑑)𝐵𝐶 > 𝐴𝐵 

𝑒)𝐴𝐶 ≥ 𝐴𝐵 ≥ 𝐵𝐶 

𝑓)𝐵𝐶 < 𝐴𝐶 ≤ 𝐴𝐵 

 

17) Dada la Figura, con 𝛽 =145° y �̂� = 101°, establecer el valor de los ángulos �̂� y γ. 

Además, determinar cuál es el lado de mayor tamaño del triángulo ABC. 

 

                   R: 𝐴 ̂= 44°, γ =79°, 𝐴𝐵
→  

 

18) Cuando un rayo de luz se refleja sobre una superficie lisa, el ángulo entre el rayo 

incidente 𝑋𝑃 
→  

y la superficie AB es igual al ángulo entre el rayo reflejado 𝑃𝑀 
→   

y la 
superficie. 
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En la Figura, �̂�= 90°, �̂�=75° y el rayo de luz forma un ángulo de 40° con AB. Completar 
la trayectoria del rayo de luz cuando se refleja sobre BC, sobre CD y de nuevo sobre 
AB. ¿Según qué ángulo se refleja sobre AB el rayo de luz la segunda vez?   

R: 70° 

19) Dadas las dos bases B y b de un trapecio y su altura h, calcular las alturas de los 
dos triángulos obtenidos prolongando los lados no paralelos del trapecio hasta su punto 
de coincidencia. Utilice los siguientes datos: B = 40 m; b = 24 m y h = 20 m. 

R: 50 m para el triángulo mayor y 30 m para el menor 
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Tema 3: TRIGONOMETRÍA. 

 

3.1) Generación de los ángulos. 

Si bien en el capítulo 2 ya hemos trabajado con ángulos, en este capítulo estudiaremos 
su definición y sus sistemas de medida. 

Los ángulos se consideran engendrados por una semirrecta móvil al girar alrededor del 
origen. Es decir, un ángulo es una medida de rotación. 

Así, por ejemplo, si la semirrecta OX gira alrededor del origen O, al pasar de la posición 
inicial a otra posición OX’, describe el ángulo XOX’ (α), (Figura 3-1-a) pudiendo dar 
vueltas completas alrededor del origen (β) (Figura 3-1-b). 

 

Figura 3-1 

3.1.1) Signo de los ángulos. 

El ángulo puede engendrarse de dos maneras o sentidos. En la Figura 3-1-a, uno de 
esos sentidos es el indicado por la flecha, el otro es el contrario. 

Por convención se adopta como positivo el que es contrario al movimiento de las agujas 
del reloj. 

En consecuencia, el ángulo en trigonometría puede tener un valor positivo o negativo. 
Por ejemplo: 

 = 1.028° 

 = - 798° 

3.1.2) Medida de los ángulos. 

Recordemos que medir un ángulo es compararlo con otro ángulo que se toma como 
unidad, o bien, es la razón entre el ángulo dado y la unidad elegida. 

Consideremos dos sistemas para medir ángulos en un plano: los sistemas sexagesimal 
y circular. El sistema sexagesimal es el más empleado, utilizándose el circular en los 
planteos de carácter teórico. 

3.1.2.1) Sistema sexagesimal. 

Se llama ángulo de un grado a la trescientos sesenta ava parte de un giro completo. 
Sus submúltiplos son el ángulo de un minuto y el de un segundo. 

X’ 

X’ 

X X 
O O 

a) b) 
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Grado, minuto y segundo no son unidades sino nombres para identificar las particiones 
de un ángulo. 

á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  1° =
𝑔𝑖𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑜

360
 

á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  1′ =
á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  1°

60
 

á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  1′′ =
á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  1′

60
 

De acuerdo a lo anterior se tiene: 

1 ángulo recto = 90° 

1 ángulo llano = 180° 

1 ángulo de un giro completo = 360° 

La conveniencia de dar al giro completo el valor 360, radica en la gran divisibilidad de 
dicho número que, al dividirse por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 y múltiplos de éstos, las divisiones 
resultan números enteros. Ello permite el manejo de los ángulos más característicos a 
través de números de fácil operación y retención mental, por ej.: 30°, 60°, 45°, 90°, 180°. 
Lo mismo ocurre con la partición del grado en 60 minutos y del minuto en 60 segundos. 

3.1.2.2.) Sistema circular. 

El ángulo central correspondiente a un arco de longitud igual al radio de la circunferencia 
recibe el nombre de ángulo de un radian 

 

 

Luego; ángulo = arco dividido el radio. 𝜃 =
𝐴𝐵

𝑟
 

Considerando una circunferencia como un arco cuyo ángulo central es de 360° y 
teniendo en cuenta que la longitud de la circunferencia rectificada se expresa por la 

formula C = 2r, es decir, 6,2832 radios, se tiene que, a un ángulo de 360° corresponden 
6,2832 radianes. Tal como en el caso del grado, el radián no constituye una unidad de 
medida, sino que es simplemente un nombre para identificar que un determinado 
número es la magnitud de un ángulo. 

Es decir: 

360° = 2 𝜋  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 

Un ángulo es de un radián si la 
longitud del arco AB es igual a la 
longitud del radio OB 
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Por lo tanto:  

180° = 𝜋 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 

y:  

90° =
𝜋

2
  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 

En este sistema, los ángulos resultan representados en general por números reales (es 

decir decimales), algunos incluso irracionales como el número  o sus múltiplos y 

submúltiplos. De allí la inconveniencia del sistema circular como sistema práctico de 
medida de ángulos. 

3.1.2.3) Conversión del sistema sexagesimal al sistema circular y viceversa. 

I) Expresar grados sexagesimales en radianes. 

Sabemos que: 

un ángulo de 360° equivale a 2 radianes 

Luego: 

un ángulo de 1° equivale a  
2𝜋

360
 radianes 

un ángulo ° equivale a 
2𝜋𝛼°

360
=

𝜋𝛼𝑟

180
 radianes 

Por lo tanto, un ángulo ° expresado en radianes (r) es: 

𝛼𝑟 =
𝜋𝛼°

180°
 radianes                                   (3.1) 

Es decir, para reducir un ángulo expresado en grados sexagesimales a radianes basta 

multiplicar dicha cantidad por el número  y dividir el resultado por 180. 

Ejemplos 

1°) Expresar en radianes el ángulo de: 

a) 30° 

Teniendo en cuenta la ecuación (3.1) y que el ángulo  es igual a 30°, se tiene:  

𝛼𝑟 =
𝜋30°

180°
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 =

𝜋

6
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 

b) 60° 

Resulta: 𝛼𝑟 =
𝜋  60°

180°
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 =

𝜋

3
  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 

c) 120° 

Resulta: 𝛼𝑟 =
𝜋  120°

180°
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 =

2

3
𝜋  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 
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d) 210° 

Resulta: 𝛼𝑟 =
𝜋  210°

180°
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 =

7

6
𝜋  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒𝑠 

2°) Expresar en radianes el ángulo de 24° 10´ 14´´ 

Vamos a reducir los minutos y segundos a fracción de grado. 

𝛼 = 24°10′14″ = 24° + (
10

60
)

𝑜

+ (
14

60 ×  60
)

𝑜

 

𝛼 = 24° + 0,167 + 0,0039 = 24,1709° 

Luego:  

𝛼𝑟 ≅
π  24,1709°

180°
= 0,4219  radianes 

3°) Expresar radianes en grados sexagesimales. 

Despejando °, de la formula (3.1): 

𝛼° =
180° α𝑟

𝜋
                                                        (3.2) 

Es decir, para expresar en grados, minutos y segundos un ángulo dado en radianes 

basta multiplicar esta cantidad por 180° y dividir el resultado por el número . 

OBSERVACIÓN: Las fórmulas de transformación (3.1) y (3.2) pueden reducirse a la 
formula única: 

180°  𝛼𝑟  =  𝜋 𝛼°                                                    (3.3) 

Para obtener luego las fórmulas (3.1) o (3.2) bastará despejar r o °, respectivamente, 
de la ecuación (3.3). 

3.1.3) Ejercicios de aplicación. 

Convierta cada ángulo de grado a radianes y exprese su respuesta en forma decimal 
redondeando en dos decimales. 

1.  = 32°                                                         R: 0,56 radianes 

2.  = 42° 58´                                                   R: 0,75 radianes 

3.  = 60° 14´                                                    R: 1,05 radianes 

4.  = 16° 15´ 20´´                                            R: 0,28 radianes 

5.  = 50°                                                          R: 0,87 radianes 

6.  = 20°                                                         R: 0,35 radianes 

Convierta cada ángulo de radianes a grados: 
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1.  = 8,24                                                       R: 472° 24´ 09´´ 

2.  = 0,75                                                        R: 42° 58´ 

3.  = 4                                                             R: 229° 10´ 

4.  = 0,37                                                        R: 21° 11´ 58´´ 

5.  = 0,57                                                        R: 32° 39´ 31´´ 

6.  = 5                                                            R: 286° 28´ 44´´ 

 

3.2) Funciones trigonométricas o goniométricas. 

Consideremos un ángulo agudo cuyo vértice sea O (Figura 3-2-a) y sobre uno de sus 

lados, 𝑂𝑄 levantemos perpendiculares tales como AB, A’B’, A’’B’’, formándose una serie 
de triángulos rectángulos, OAB, OA’B’, OA’’B’’, que son semejantes por tener dos 
ángulos iguales: el ángulo en O por común y el recto; luego, como los lados homogéneos 
serán proporcionales resulta que se pueden establecer varias razones iguales entre los 
catetos opuestos o adyacentes al ángulo O y las hipotenusas correspondientes. 

 

a)                                                                                        b) 

       Figura 3-2 

Veamos algunas de dichas relaciones; 

𝐴𝐵

𝑂𝐴
=

𝐴′𝐵′

𝑂𝐴′
=

𝐴″𝐵″

𝑂𝐴″
=

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜  𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜  �̂�

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜  𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒  �̂�
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

𝐴𝐵

𝑂𝐵
=

𝐴′𝐵′

𝑂𝐵′
=

𝐴″𝐵″

𝑂𝐵″
=

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜  𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜  �̂�

ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

Por la semejanza de los triángulos, la razón entre un lado y otro en cada triángulo es un 
número sin dimensión (adimensional), constante, que es independiente de las 
dimensiones de los lados del triángulo y dependiente únicamente del valor del ángulo. 

Funciones trigonométricas o goniométricas son los números adimensionales que se 
obtienen al calcular las razones entre los pares de lados de un triángulo rectángulo. 

Estas funciones trigonométricas toman nombres particulares de acuerdo con las 
siguientes definiciones: 
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3.2.1) Seno de un ángulo agudo. 

Se llama seno de un ángulo de un triángulo rectángulo a la razón entre el cateto opuesto 
a dicho ángulo y la hipotenusa (Figura 3-2-b). 

sen B̂ =
cateto  opuesto  al  B̂

hipotenusa
=

𝑏

𝑎
 

sen Ĉ =
cateto  opuesto  al  Ĉ

hipotenusa
=

𝑐

𝑎
 

3.2.2) Coseno de un ángulo agudo. 

Se llama coseno de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo a la razón entre el cateto 
adyacente a dicho ángulo y la hipotenusa. 

cos �̂� =
cateto  adyacente  al  B̂

hipotenusa
=

𝑐

𝑎
 

cos �̂� =
cateto  adyacente  al  Ĉ

hipotenusa
=

𝑏

𝑎
 

3.2.3) Tangente de un ángulo agudo. 

Se llama tangente de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo, a la razón entre el 
cateto opuesto y el cateto adyacente a dicho ángulo. 

𝑡𝑔�̂� =
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜  𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜  𝑎𝑙  �̂�

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜  𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒  �̂�
=

𝑏

𝑐
 

𝑡𝑔�̂� =
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜  𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜  𝑎𝑙  �̂�

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜  𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒  �̂� 
=

𝑐

𝑏
 

3.2.4) Cotangente de un ángulo agudo. 

Se llama cotangente de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo, a la razón entre el 
cateto adyacente y el cateto opuesto a dicho ángulo. 

cotg B̂ =
cateto  adyacente  B̂

cateto  opuesto  al  B̂
=

𝑐

𝑏
 

cotg Ĉ =
cateto  adyacente  Ĉ

cateto  opuesto  al  Ĉ
=

𝑏

𝑐
 

3.2.5) Secante de un ángulo agudo. 

Se llama secante de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo, a la razón entre la 
hipotenusa y el cateto adyacente a dicho ángulo. 

sec  B̂ =
hipotenusa

cateto  adyacente  al  B̂
=

𝑎

𝑐
 

sec  Ĉ =
hipotenusa

cateto  adyacente  al  Ĉ
=

𝑎

𝑏
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3.2.6) Cosecante de un ángulo agudo. 

Se llama cosecante de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo, a la razón entre la 
hipotenusa y el cateto opuesto a dicho ángulo. 

cosec B̂ =
hipotenusa

cateto  opuesto  al  B̂
=

𝑎

𝑏
 

cosec Ĉ =
hipotenusa

cateto  opuesto  al  Ĉ
=

𝑎

𝑐
 

Obsérvese que cotangente, secante y cosecante son las razones inversas a tangente, 
coseno y seno, respectivamente. 

 

3.3) Funciones en la circunferencia trigonométrica. 

Consideremos un ángulo variable α y sea OX´ una semirrecta que corta la circunferencia 
trigonométrica, de centro O en el punto M (ver Figura 3-3). Desde este punto se traza el 
segmento MN perpendicular al eje X, obteniéndose los segmentos: 

ON = x, que llamaremos abscisa 

NM = y, que llamaremos ordenada 

OM = r, que llamaremos radio vector 

Obsérvese que al girar la recta OX, para cada punto de la circunferencia varía  y varían 
también la abscisa y la ordenada, no así el radio vector. 

sen α =
ordenada

radio vector
=

𝑦

𝑟
 

cos α =
abscisa

radio vector
=

𝑥

𝑟
 

tg α  =   
𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎

𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑎
 =  

𝑦

𝑥
 

cotg 𝛼 =  
abscisa

ordenada
=

𝑥

𝑦
             

 sec 𝛼 =  
radio vector

𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑎
=

𝑟

𝑥
 

cosec 𝛼 =  
radio vector

𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎
=

𝑟

𝑦
  

 

                         Figura 3-3 

Con la abscisa, la ordenada y el radio vector se pueden formar seis razones: 

𝑦

𝑟
 ;  

𝑥

𝑟
 ;  

𝑦

𝑥
 ;  

𝑥

𝑦
 ;  

𝑟

𝑥
 ;  

𝑟

𝑦
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análogas a las que obteníamos al definir el seno, el coseno, la tangente, etc., de un 
ángulo agudo. 

En consecuencia, aceptamos por definición que: en cuanto a los signos de x, y, y r se 
acepta la siguiente convención: el radio vector, que es constante, será siempre positivo. 
La abscisa y la ordenada que son variables, serán positivas o negativas según tengan 
igual o distinto sentido que la abscisa y la ordenada que corresponden a un ángulo del 
primer cuadrante, las que supondremos siempre positivas. 

3.3.1) Signos de las funciones trigonométricas en los cuatro cuadrantes. 

Fijada la posición de un ángulo y determinados el radio vector, la abscisa y la ordenada 
correspondiente, éstas pueden ser positivas o negativas según el cuadrante en el que 
se encuentre el radio vector. Claro está, que el radio vector es siempre positivo por 
convención y, por lo tanto, los signos de las funciones trigonométricas dependerán 
exclusivamente del signo de la abscisa y de la ordenada correspondiente. En efecto: el 
seno, por ejemplo, está definido por una razón en la que el consecuente (denominador) 
es el radio vector, siempre positivo, por ello su signo es el del antecedente (numerador), 
es decir el de la ordenada. 

Regla de signos para las funciones trigonométricas 

1. El signo del seno y cosecante es el mismo que el de la ordenada. 

2. El signo del coseno y secante es el mismo que el de la abscisa. 

3. La tangente y la cotangente son positivas cuando la ordenada y la abscisa tienen 
el mismo signo y son negativas en caso contrario. 

Para recordar presentemos estos gráficos: 

 

Figura 3-4 

 

3.4) Relaciones entre las funciones trigonométricas. 

3.4.1) Formulas fundamentales. 

TEOREMA: La suma de los cuadrados del seno y del coseno de un mismo ángulo es 
igual a la unidad. 

Consideremos un ángulo cualquiera  
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                            Figura 3-5 

 

𝑠en α =
𝑦

𝑟
⇒ sen2𝛼 =

𝑦2

𝑟2
 

 

cos α =
𝑥

𝑟
⇒ cos2𝛼 =

𝑥2

𝑟2
 

 

Sumando miembro a miembro estas igualdades, resulta;  

sen2𝛼 + cos2𝛼 =
𝑦2

𝑟2
+

𝑥2

𝑟2
=

𝑦2 + 𝑥2

𝑟2
 

Pero, por el teorema de Pitágoras1 aplicado al triángulo rectángulo OPQ,  

𝑦2 + 𝑥2 = 𝑟2 

luego:  

sen2𝛼 + cos2𝛼 =
𝑟2

𝑟2
 

sen2𝛼 + cos2𝛼 = 1                                              (3.4) 

COROLARIOS: Esta igualdad, llamada también Relación Pitagórica nos permite 
calcular el seno en función del coseno, o bien el coseno en función del seno. 

En efecto, de la ecuación (3.4): 

𝑠𝑒𝑛2𝛼 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 

𝑠𝑒𝑛 𝛼 = ±√1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 

o bien  

𝑐𝑜𝑠2 𝛼 = 1 − 𝑠𝑒𝑛2𝛼 

𝑐𝑜𝑠 𝛼 = ±√1 − 𝑠𝑒𝑛2𝛼 

3.4.2) Relación entre la tangente, el seno y el coseno. 

Sabemos que, 

 
1 Esta relación puede demostrarse empíricamente con cualquier triángulo rectángulo y también algebraicamente, como 

puede verse en el ítem 4.3.3 del siguiente tema. 
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𝑠𝑒𝑛 𝛼 =
𝑦

𝑟
 

𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
𝑥

𝑟
 

dividiendo miembro a miembro, 

𝑠𝑒𝑛 𝛼

𝑐𝑜𝑠 𝛼
=

𝑦

𝑟
 
𝑟

𝑥
 

Luego, 

𝑠𝑒𝑛 𝛼

𝑐𝑜𝑠 𝛼
=

𝑦

𝑥
                                                            (3.5) 

Pero, por definición de tangente se sabe que, 

𝑡𝑔 𝛼 =
𝑦

𝑥
                                                               (3.6) 

De (3.5) y (3.6) se deduce 

𝑡𝑔 𝛼 =
𝑠𝑒𝑛 𝛼

𝑐𝑜𝑠 𝛼
                                                          (3.7) 

La tangente de un ángulo es igual al cociente entre el seno y el coseno de dicho ángulo. 

3.4.3) Relación entre la cotangente, el seno y el coseno. 

Sabemos que, 

cos  α =
𝑥

𝑟
 

sen  α =
𝑦

𝑟
 

dividiendo miembro a miembro, 

𝑐𝑜𝑠   𝛼

𝑠𝑒𝑛  𝛼
=

𝑥

𝑟
 
𝑟

𝑦
 

o bien, 

cos  α

sen  α
=

𝑥

𝑦
                                                      (3.8) 

Pero, por la definición de cotangente se sabe que,  

𝑐𝑜𝑡𝑔 𝛼  =
𝑥

𝑦
                                                     3.9) 

De (3.8) y (3.9) surge que:  

cotg  α =
cos α

sen α
                                               (3.10) 

La cotangente de un ángulo es igual al cociente del coseno y el seno de dicho ángulo. 

Como ha sido definido, la cotangente de un ángulo es igual a la inversa de la tangente 
del mismo y recíprocamente, es decir: 
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cotg  α =
1

tg α
                                                        (3.11)                

tg  α =
1

cotg  α
                                                         (3.12) 

3.4.4) Relación entre el coseno y la secante. 

Por definición, 

cos  α =
𝑥

𝑟
    y     sec  α =

𝑟

𝑥
 

luego:                                        sec α =
1

cos  α
                                                            (3.13)         

              cos  α =
1

sec  α
                                                            (3.14) 

es decir que el coseno de un ángulo es igual a la inversa de la secante del mismo y 
recíprocamente 

3.4.5) Relación entre la cosecante y el seno. 

Análogamente, puede deducirse que, 

sen  α =
1

cosec  α
                                                  (3.15)          

cosec  α =
1

sen  α
                                                 (3.16) 

La cosecante de un ángulo es igual a la inversa de su seno y recíprocamente. 

3.4.6) Recapitulación. 

Las relaciones entre las funciones trigonométricas que se han establecido reciben el 
nombre de fórmulas fundamentales y vamos a consignar a continuación las principales: 

1) 𝑠𝑒𝑛2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 = 1 

2) 𝑡𝑔 𝛼 =
𝑠𝑒𝑛𝛼

𝑐𝑜𝑠 𝛼
 

3) cotg α =
cos  α

sen  α
 

4) sec α =
1

cos  α
 

5) cosec α =
1

sen  α
 

 

3.5) Representación geométrica de las funciones trigonométricas a través 
de segmentos. 

Consideremos un arco AM (Figura 3-6), perteneciente a una circunferencia 
trigonométrica de centro O y radio r unitario (es decir, arbitrariamente definido con valor 

1), y sea  el ángulo central correspondiente. 
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El punto A se llama origen del arco; el radio OM, radio vector, y el punto M se llama 

extremo libre del arco . 

 

                            Figura 3-6   

Dibujemos MP ⊥ a OA, luego, por 
definición: 

sen α =
PM

OM
=

PM

𝑟
= medida  PM 

 

cos α =
OP

OM
=

OP

𝑟
= medida  OP 

 

En consecuencia: 

El seno de un ángulo es la medida, respecto al radio (que es la unidad), del segmento 
perpendicular al eje de las abscisas trazado desde el extremo libre. 

El coseno de un ángulo es la medida, con respecto al radio, del segmento del eje de las 
abscisas, comprendido entre el centro y el pie de la perpendicular a dicho eje trazada 
por el extremo libre. 

Tracemos ahora las tangentes a la circunferencia por los puntos A y B; a la tangente 
geométrica t, trazada por el punto A, la llamaremos eje de las tangentes, y a la t´, trazada 
por el punto B, eje de las cotangentes. Prolonguemos el radio vector que pasa por el 
extremo libre hasta cortar a esas tangentes en los puntos T y C, respectivamente. 

Por definición y por semejanza de triángulos se tiene: 

tg α =
PM

OP
=

AT

OA
=

AT

𝑟
= medida  AT 

cotg  α =
OP

PM
=

NM

ON
=

BC

OB
=

BC

𝑟
= medida  BC 

Por lo tanto: 

La tangente de un ángulo es la medida, respecto al radio, del segmento de eje de las 
tangentes, comprendido entre el extremo A y la prolongación del radio vector que pasa 
por el extremo libre del arco a. 

La cotangente de un ángulo es la medida, respecto al radio, del segmento de eje de las 
cotangentes comprendido entre el punto B y la prolongación del radio vector que pasa 
por el extremo libre del arco dado. 

Asimismo, 
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sec  α =
OM

OP
=

OT

OA
=

OT

𝑟
= medida  OT 

cosec  α =
OM

PM
=

OM

ON
=

OC

OB
=

OC

𝑟
= medida  OC 

Luego: 

La secante de un ángulo es la medida, respecto al radio, del segmento del radio vector 
comprendido entre el centro y el eje de las tangentes. 

La cosecante de un ángulo es la medida, respecto al radio, del segmento del radio vector 
comprendido entre el centro y el eje de las cotangentes. 

En resumen, los segmentos PM, OP, AT, BC, OT Y OC son las representaciones 
geométricas del seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante de un ángulo, 
respectivamente. No obstante, entiéndase bien, las medidas de dichos segmentos, 
respecto al radio, son los valores de las funciones trigonométricas. 

 

3.6) Variaciones de las funciones trigonométricas. 

3.6.1) Variaciones del seno. 

En una circunferencia trigonométrica de centro O consideremos un ángulo variable α. 
La medida del segmento PM, varía en el primer cuadrante, desde 0 hasta 1 (medida del 
radio); en el segundo cuadrante desde 1 hasta 0; siempre de una manera continua, es 
decir, pasando por todos los valores intermedios. Esto es: 

sen 0° = 0 El seno crece al pasar de 0° a 90° 

sen 90° = 1 El seno decrece al pasar de 90° a 180° 

sen 180° = 0 El seno decrece al pasar de 180° a 270° 

sen 270° = -1 El seno crece al pasar de 270° a 360° 

sen 360° = 0 

Puesto que el valor del seno de α está dado por la medida del segmento PM con 
respecto al radio, puede comprobarse nuevamente, ahora de la Figura 3-6, que el signo 
es positivo en el 1° y 2° cuadrante y negativo en el 3° y 4°. En consecuencia, el valor 
máximo del seno es +1 y el mínimo –1. 

Cuando el ángulo α sobrepasa los 360°, el punto M pasará de nuevo en el mismo orden, 
por todas las posiciones anteriores y por lo tanto los valores del seno se repetirán cada 
360°, por lo que se dice que la función seno es periódica y que su período es de 360°. 

Representación gráfica de la función y = sen  

Vamos a representar gráficamente la función y = sen  para poner en evidencia la 
variación del seno. 

Para ello, dibujemos una circunferencia trigonométrica que dividiremos de 30° en 30° 
(12 partes iguales); a su derecha prolongamos el eje de las x; del cual tomaremos una 
longitud igual a la circunferencia rectificada (es decir su perímetro), dividida en 12 partes 
iguales, representativas de las partes en que se dividió a la primera. Por los puntos 1, 
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2, 3, etc., trazamos paralelas al eje x hasta las perpendiculares al eje x trazadas por los 
puntos correspondientes (para el 1, 0°; para el 2, 30°, para el 3, 60°, etc.). Luego, se 
unen los puntos establecidos con un trazo continuo, la curva que se origina recibe el 
nombre de sinusoide o senoide (Figura 3-7). 

 

Figura 3-7 

3.6.2) Variaciones del coseno. 

Consideremos un ángulo  variable, referido a una circunferencia trigonométrica de 
centro O. 

Al variar  de 0° a 360°, la medida del segmento OP (Figura 3-6) variará de la siguiente 
manera: en el primer cuadrante, desde 1 (medida del radio) hasta 0; en el segundo 
cuadrante, desde 0 hasta –1; en el tercer cuadrante, desde –1 hasta 0, y en el cuarto 
cuadrante, desde 0 hasta 1. Claro está que esta variación del coseno se efectúa en 
forma continua pasando por todos los valores intermedios. 

Dado que el valor del coseno de  es la medida del segmento OP, con respecto al radio, 
puede comprobarse, observando la Figura 3-6, que el signo es positivo en el primer 
cuadrante y en el cuarto, y negativo en el segundo cuadrante y en el tercero. 

La variación del coseno es, pues: 

 cos 0º = 1,   decrece hasta 90º  

 cos 90º = 0,  decrece hasta 180º 

 cos 180º = -1,  crece hasta 270º 

 cos 270º = 0,  crece hasta 360º 

 cos 360º = 1 

El valor máximo del coseno es (+1) y el valor mínimo, (-1). 

Los valores del coseno se repiten en el mismo orden después de los 360°. Es decir, la 
función coseno es periódica, siendo su periodo 360°. 

Representación gráfica de la función y = cos  

Se obtiene la curva representativa de la función procediendo como en el caso del seno. 
Las diferentes medidas del coseno se llevan sobre las perpendiculares al eje de las 
abscisas. La curva obtenida recibe el nombre de cosinusoide o cosenoide (Figura 3-8), 
la curva adquiere la misma forma a partir de los 360° (periodo). 
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Figura 3-8 

Se observa, además, que la cosinusoide es la misma sinusoide desplazada (o 
desfasada) 90°. 

 

  Figura 3-9 

OBSERVACIÓN: Las curvas sinusoide y cosinusoide son representaciones graficas de 
fenómenos oscilatorios denominados armónicos (ver ítem 3.7.1). 

3.6.3) Variaciones de la tangente. 

Supongamos un ángulo , variable, referido a una circunferencia trigonométrica de 
centro O. Sabemos que el valor de la tangente esta dado por la medida del segmento 
AT (ver Figura 3-6), con respecto al radio, variando del siguiente modo: en el primer 

cuadrante desde 0 hasta tender a  2; en el segundo cuadrante desde tender a - hasta 

0; en el tercer cuadrante desde 0 a tender a ; y en el cuarto cuadrante de tender a - 
hasta 0. Observando la Figura 3-6 se comprueba que el signo de la tangente es positivo 
en el primer y tercer cuadrante y negativo en los restantes. 

Conviene hacer notar la discontinuidad de los valores de la tangente, en 90° y 270°. 

𝑡𝑔 0° =  0

𝑡𝑔 (90°−∈) → +∞} 𝐸𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑡𝑔 𝛼 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑎𝑙 𝑝𝑎𝑠𝑎𝑟 𝑑𝑒 0° 𝑎 (90°−∈)  

                    (∈ 𝑒𝑠 𝑚𝑢𝑦 𝑝𝑒𝑞𝑢𝑒ñ𝑜) 

 
2 El símbolo infinito (o menos infinito) no representa ningún valor numérico, sino que expresa que existe un número 

mayor (menor) al mayor (menor) número que nos podamos imaginar. 
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𝑡𝑔 (90°+∈) → −∞

𝑡𝑔 180° = 0
} ,     𝑡𝑔 (270°−∈) → ∞, 𝑡𝑔 (270°+∈) → −∞,    𝑡𝑔 360° = 0 

 

Representación gráfica de la función y = tg  

La imagen geométrica de la variación de los valores de la tangente se obtiene 
proyectando los puntos como el T de la Figura 3-6, sobre las perpendiculares trazadas 
al eje x por los puntos representativos de los ángulos de 0°, 30°, 60°, etc., en que se ha 
dividido la circunferencia trigonométrica. La curva obtenida se llama tangentoide, en 
donde se observa no solo la discontinuidad de la tangente en los 90° y en los 270°, sino 
también que el periodo es igual a 180° (Figura 3-10). 

 

Figura 3-10 

3.6.4) Variaciones de la cotangente, secante y cosecante. 

Para efectuar un estudio de las variaciones de las cotangentes, secantes y cosecantes 
se procede como con la tangente, el coseno y el seno. La imagen geométrica de la 
variación de los valores de la cotangente recibe el nombre de cotangentoide. Como la 
tangente, la cotangente es discontinua con período de 180° (Figura 3-11). 

 

Figura 3-11 
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También son discontinuas las curvas de la secante (secantoide) y de la cosecante 
(cosecantoide), como se puede apreciar en las gráficas correspondientes (Figuras 3-12 
y 3-13 respectivamente). Obsérvese que en ellas no existen valores menores que +1 
cuando es (+) y al mismo tiempo mayores que –1 cuando es (-). El período de las 

mismas es 2. 

Representación de la secante 

 

Figura 3-12 

Representación de la cosecante 

 

Figura 3-13 
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3.7) Aplicaciones en física. 

3.7.1) Movimiento oscilatorio armónico. 

Se dice que el movimiento de un cuerpo es oscilatorio cuando efectúa desplazamientos 
en uno y otro sentido alrededor de cierto punto fijo. En este caso el estudio se realiza 
para un tipo especial de movimiento oscilatorio denominado movimiento oscilatorio 
armónico. 

Movimientos aproximados de esta clase son: el de un cuerpo unido a un resorte, el de 
un péndulo simple3 oscilando con amplitud pequeña y el movimiento de un pistón de 
motor de automóvil entre otros. 

En cualquier tipo de movimiento ondulatorio (ondas mecánicas) las partículas del medio 
en el cual se proponga la onda oscilan con movimientos armónicos o con una 
superposición de tales movimientos. Esto se cumple también para las ondas 
electromagnéticas en el vacío, salvo que, en lugar de partículas materiales, las 
magnitudes que oscilan son los campos eléctrico y magnético asociados con la onda. 

Como ejemplo final, la corriente eléctrica que circula por las instalaciones de nuestras 
casas, es una corriente llamada “alterna”, que tiene una variación idéntica a la del 
movimiento armónico de un cuerpo material.  

Puede verse así que el análisis del movimiento armónico sirve de base para un estudio 
posterior en diferentes campos de la física. 

Las ecuaciones del movimiento armónico simple son susceptibles de la siguiente 
interpretación geométrica: 

 

a) 

 

b) 

 

c) 

          Figura 3-14 

Hagamos girar el segmento OQ de longitud igual a la amplitud de oscilación A, alrededor 
del punto fijo 0 con velocidad angular ω 4. En el instante t = 0 el segmento OQ formará 

con el eje horizontal un ángulo igual a la fase inicial 0. El punto P es la proyección de 
Q sobre el eje vertical cuando gira OQ, el punto P oscila a lo largo de dicho eje. 

Representemos por y la posición de P, es decir la longitud OP con signo. En un instante 

cualquiera t, el ángulo formado por el radio OQ y el eje horizontal es igual a la fase [t 

+ 0 ], luego, se tiene (Figura 3-14-a): 

𝑦 = A  sen (ω t + 𝜃0)                                             (3.17) 

 
3 Cuerpo unido a una cuerda que cuelga de un punto fijo -llamado pivote- sobre el que se encuentra sujeta. 
4 Velocidad angular es la relación entre el desplazamiento angular (giro) y el lapso de tiempo empleado para ese 

desplazamiento. Su valor es indicativo de cuán rápido se está girando y su unidad es 1/s. 
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La velocidad 5 del punto Q es  A y su componente vertical, igual a la velocidad de P, 
es (Figura 3-14-b) 

𝜈 = ω A  cos (ω t + 𝜃0)                                           (3.18) 

La aceleración de Q es su aceleración 6 normal 2A y su componente vertical, igual a la 
aceleración de P, es  

𝑎 = −𝜔2 A  sen (ω t + 𝜃0)  =  - ω2𝑦                                (3.19) 

El significado del signo menos es que la aceleración es negativa cuando el seno de la 
fase es positivo y viceversa. Dicho de otro modo, la aceleración de un objeto en 
movimiento oscilatorio armónico, es siempre opuesta a la posición. 

 

3.8) Relaciones de funciones trigonométricas respecto a ángulos del 
primer cuadrante. 

 
En este punto será de mucha ayuda conocer el valor del seno, coseno y tangente de los 
ángulos más comunes del primer cuadrante. La tabla 3-I condensa estos valores. 
 
 

          0° 30° 45° 60° 90° 

sen 0 
1

2⁄  √2
2

⁄  √3
2

⁄  1 

cos 1 √3
2

⁄  √2
2

⁄  
1

2⁄  0 

tg 0 √3
3

⁄  1 √3 ∞ 

 
Tabla 3-I 

 

3.8.1) Relación entre las funciones trigonométricas de dos ángulos 
complementarios. 

Recordemos que dos ángulos son complementarios cuando su suma es igual a un 
ángulo recto. 

Consideremos un ángulo α del primer cuadrante, referido a una circunferencia 
trigonométrica de centro O (Figura 3-15) que, al establecer su abscisa y su ordenada se 

obtiene el triángulo rectángulo OMP. En este triángulo, el ángulo 𝑂�̂�𝑀 = 𝛽 = 90° − 𝛼, 
pues los ángulos agudos de un triángulo rectángulo son complementarios. Luego: 

sen α =
𝑦

𝑟
;   sen (90°- α) =  

cat. op. (90°- α)

hipotenusa
=

𝑥

𝑟
 

cos α =  
𝑥

𝑟
;   cos (90°- α) =  

cat. ady. (90°- α)

hipotenusa
=

𝑦

𝑟
 

 
5 Velocidad es la relación entre el desplazamiento (cambio de posición) sobre una línea y el lapso de tiempo empleado 

para ese desplazamiento. Su valor es indicativo de cuán rápido es el movimiento y su unidad es la de m/s. 
6 Aceleración es la relación entre el cambio de velocidad sobre una línea y el lapso de tiempo empleado para ese cambio. 

Su valor es indicativo de cuán rápido es el incremento de la velocidad y su unidad es la de m/s2. 
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tg α =  
𝑦

𝑥
;  tg  (90°- α) =  

cat. op. (90°- α)

cat. ady. (90°- α)
=

𝑥

𝑦
 

 

                                      Figura 3-15 

cotg α =
𝑥

𝑦
;  cotg (90°- α) =

cat. ady. (90°- α)

cat. op. (90°- α)
=

𝑦

𝑥
 

sec α =
𝑟

𝑥
;   sec (90°- α) =

hipotenusa

cat. ady. (90°- α)
=

𝑟

𝑦
 

cosec α =
𝑟

𝑦
;   cosec (90°- α) =

hipotenusa

cat. op. (90°- α)
=

𝑟

𝑥
 

En consecuencia: 

sen α = cos (90° − 𝛼) 

cos α =  sen (90° − 𝛼) 

tg α = cotg (90° − 𝛼) 

cotg α = tg (90° − 𝛼) 

sec α = cosec (90° − 𝛼) 

cosec α = 𝑠𝑒c (90° − 𝛼)                                         (3-20) 

Por lo tanto, podemos enunciar: 

El seno, la tangente y la secante de un ángulo, son respectivamente iguales al coseno, 
la cotangente y la cosecante del ángulo complementario y viceversa. 

OBSERVACIONES:  

I) El coseno, la cotangente y la cosecante deben su nombre a la propiedad anterior, 
pues co-seno, co-tangente y co-secante significan precisamente, seno del 
complemento, tangente del complemento y secante del complemento. Suele designarse 
al coseno, a la cotangente y a la cosecante con el nombre de co-funciones. 
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II) Esta propiedad de las funciones de los ángulos complementarios explica por qué son 
iguales las funciones y las co-funciones respectivas de los ángulos de 30° y 60°; 0° y 
90° y las de 45° cuyo complemento es el mismo ángulo. 

3.8.2) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos ángulos 
suplementarios. 

Recordemos que dos ángulos son suplementarios cuando su suma es igual a 180º. 

Consideremos un ángulo α del primer cuadrante referido a una circunferencia 
trigonométrica de centro O, con lo que resulta que su suplemento (180°-α) pertenece al 
segundo cuadrante. En la Figura 3-16 Se trazan por los puntos P y P’ las 
perpendiculares al eje de las x, formándose dos triángulos rectángulos: 

𝑂𝑀𝑃 = 𝑂𝑀′𝑃′  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑟: {
𝑟 = 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜  𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎  𝑡𝑟𝑖𝑔𝑜𝑛𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎

𝑃�̂�𝑀 = 𝑃′�̂�𝑀′ = 𝛼
 

Luego: y' = +y;  x' = −𝑥 

 

               Figura 3-16 

Por lo tanto: 

sen (180° − 𝛼)  =
y'

𝑟
=

𝑦

𝑟
= sen α 

cos (180° − 𝛼)  =
x'

𝑟
=

-x

𝑟
= −

𝑥

𝑟
= - cos α 

tg (180° − 𝛼)  =
y'

x'
=

𝑦

-x
= −

𝑦

𝑥
= - tg α 

cotg (180° − 𝛼)  =
x'

y'
=

-x

𝑦
= −

𝑥

𝑦
= - cotg α 

sec (180° − 𝛼)  =
𝑟

x'
=

𝑟

-x
= −

𝑟

𝑥
= −sec α 

cosec (180° − 𝛼)  =
𝑟

y'
=

𝑟

𝑦
= cosec α                                     (3-21) 
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Se concluye que, las funciones trigonométricas de dos ángulos suplementarios son 
iguales en valor absoluto, pero de signo contrario, con excepción de las funciones seno 
y cosecante, que son iguales en valor absoluto y en signo. 

3.8.3) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos ángulos que difieren 
en 90°. 

Consideremos los ángulos α y (α+90°), referidos a una circunferencia trigonométrica de 
centro O (Figura 3-17). 

Determinando sus correspondientes abscisas y ordenadas quedan formados: 

𝑂𝐴𝐵 = 𝑂𝐷𝐶  𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  {𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝑟
𝛼 = 𝑂�̂�𝐷 =  𝐴�̂�𝐵 

 

Luego: 

𝐷𝐶 = 𝑂𝐴 , o sea 𝑦′ = 𝑥 

y 𝑂𝐷 = 𝐴𝐵 , o sea 𝑥 ′ = −𝑦 

 

     Figura 3-17   

Por ello: 

sen (90° + 𝛼) =
y'

𝑟
=

𝑥

𝑟
= cos α 

cos (90° + 𝛼) =
x'

𝑟
=

-y

𝑟
= −

𝑦

𝑟
= −𝑠𝑒𝑛 α 

                                        tg (90° + 𝛼)  =
y'

x'
=

𝑥

-y
= −

𝑥

𝑦
= −cotg α                             (3-22) 

del mismo modo surgen relaciones análogas para las demás funciones. 
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3.8.4) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos ángulos que difieren 
en 180°. 

Considerando α y (α+180°), referidos a una circunferencia trigonométrica de centro O, y 
en los cuales se han determinado sus correspondientes abscisas y ordenadas (Figura 
3-18), quedan formados: 

OP𝑀 = OP'M'  triángulos rectángulos   {OM = OM' = 𝑟
𝛼 = 𝑃Ô 𝑀 = P'ÔM'  

 

Luego 

𝑥′ = −𝑥 ,     𝑦′ = −𝑦 

 

     Figura 3-18 

Por lo tanto: 

                                           sen (180° + 𝛼) =
y’

𝑟
=

−𝑦

𝑟
= −sen  α 

cos (180° + 𝛼) =
x'

𝑟
=

−𝑥

𝑟
= −𝑐𝑜𝑠 α 

tg (180° + 𝛼) =
y'

x'
=

−𝑦

−x
= 𝑡𝑔  α                                  (3-23) 

Invirtiendo se tienen las restantes funciones. 

En resumen: las funciones trigonométricas de dos ángulos que difieren en 180°, son 
iguales en valor absoluto, pero de signo contrario, con excepción de la tangente y la 
cotangente, que lo son en valor absoluto y en signo. 

3.8.5) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos ángulos opuestos o 
simétricos. 

Dos ángulos son opuestos o simétricos cuando tienen igual valor absoluto y signo 
contrario. 

Consideremos en una circunferencia trigonométrica de centro O, los ángulos opuestos 

α y (-α), siendo 𝑂𝑀y 𝑂𝑀′ los radios vectores (ver Figura 3-19). 
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El segmento MM’ cortará al eje de las x en un punto P, con lo que queda formado el 
triángulo isósceles 𝑀𝑂𝑀′, en el cual OP será la bisectriz. Pero, la bisectriz en el ángulo 
opuesto a la base de un triángulo isósceles es a la vez la altura 7 y la mediana 8. Luego,  

𝑂𝑃 = 𝑥 = 𝑥′; 𝑃𝑀 = 𝑦; 𝑃𝑀′ = 𝑦′; 𝑦′ = −𝑦. 

  

              Figura 3-19 

Así: 

                                       sen (−𝛼) =
y’

𝑟
=

−𝑦

𝑟
= −sen  𝛼 

cos (−𝛼) =
x'

𝑟
=

𝑥

𝑟
= cos  𝛼 

tg (−𝛼) =
y'

x'
=

−𝑦

𝑥
= −𝑡𝑔  𝛼 

cotg (−𝛼) =
x'

y'
=

𝑥

-y
= −cotg  𝛼 

sec (−𝛼) =
𝑟

x'
=

𝑟

𝑥
= sec  𝛼 

cosec (−𝛼) =
𝑟

y'
=

𝑟

−y
= −𝑐𝑜sec  𝛼                                 (3-24) 

Por ello podemos enunciar: las funciones trigonométricas de dos ángulos opuestos o 
simétricos son iguales en valor absoluto y de signo contrario, con excepción del coseno 
y la secante que son iguales en valor absoluto y en signo. 

 

 
7 Cada uno de los segmentos (hay 3) que une un vértice de un triángulo con un punto de su lado opuesto o de su 

prolongación y es perpendicular a dicho lado. 
8 Cada uno de los segmentos (hay 3) que une un vértice con el punto medio del lado opuesto. 
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3.8.6) Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos ángulos que difieren 
en un múltiplo de 360° 

Dos ángulos que difieren en un múltiplo de 360° (Figura 3-20) se llaman congruentes y 
tienen la particularidad de tener coincidentes la posición del radio vector. 

Si estos ángulos α y (α + n x 360°) se refieren a una circunferencia trigonométrica, les 
corresponderá la misma abscisa y la misma ordenada, y por lo tanto las mismas 
funciones trigonométricas. 

Claro está que sucederá lo mismo cuando a un ángulo α se le reste 360°, o un múltiplo 
de 360°, cuya expresión es (n x 360°). 

 

Figura 3-20 

Por ello: cuando a un ángulo se le aumenta o se le disminuye en un múltiplo de 360°, 
las funciones trigonométricas del ángulo que se obtiene serán iguales en valor absoluto 
y en signo a las del primero. 

3.8.7) Reducción de un ángulo al primer cuadrante. 

Reducir un ángulo cualquiera al primer cuadrante significa determinar un ángulo agudo 
comprendido entre 0° y 90° positivo, cuyas funciones trigonométricas sean iguales en 
valor absoluto a las del ángulo dado. Este problema tiene importancia para la 
simplificación de expresiones. 

Se pueden presentar varios casos: 

1°) El ángulo dado está en el segundo cuadrante, es decir, está comprendido entre 90° 
y 180°. 

Basta hallar su suplemento y tener en cuenta la regla de los signos para las funciones 
trigonométricas. 

Ejemplos: Calcular las funciones de 130° (Figura 3-21): 

sen 130° =  sen (180°-130°) =  sen 50° 

cos 130° =  -cos (180°-130°) =  - cos 50° 

tg 130° =  -tg (180°-130°) =  - tg 50° 
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cotg 130° =  -cotg (180°-130°) =  - cotg 50° 

sec 130° =  -sec (180°-130°) =  - sec 50° 

cosec 130° =  cosec (180°-130°)  =  cosec 50° 

 

  Figura 3-21                                                      Figura 3-22 

Otros ejemplos: 

tg 100° =  -tg (180°-100°) =  - tg 80° 

cos 99°10' =  -cos (180°-99°10')  =  - cos 80°50' 

2°) El ángulo dado está en el tercer cuadrante, es decir, está comprendido entre 180° y 
270° (fig 3-22). 

Basta restar 180° al ángulo dado y tener en cuenta la regla de los signos para las 
funciones trigonométricas. 

Ejemplos: 

sen 230° =  -sen (230°-180°) =  - sen 50° 

tg 190° =  tg (190°-180°) =  tg 10° 

sec 200° =  -sec (200°-180°) =  - sec 20° 

cos 220° =  - cos (220°-180°) =  - cos 40° 

cotg 250° =  cotg (250°-180°) =  cotg 70° 

cosec 260°23' =  -cosec (260°23'-180°) =  - cosec 80°23' 

3°) Reducción al primer cuadrante de un ángulo del cuarto cuadrante, es decir, 
comprendido entre 270° y 360°. 

Basta restar el ángulo dado a 360°, y tener en cuenta la regla de los signos para las 
funciones trigonométricas. 
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Ejemplos: 

sen 300° =  -sen (360°-300) =  - sen 60° 

cos 325° =  cos (360°-325°) =  cos 35° 

tg 350°10' =  -tg (360°-350°10')  =  - tg 9°50' 

4°) El ángulo dado es mayor que 360°. 

Basta restar al ángulo dado el mayor múltiplo de 360° que contenga, obteniéndose un 
ángulo congruente con el dado, perteneciente a uno de los cuatro cuadrantes 

En cuanto a las funciones se tiene: 

a) Si el ángulo obtenido pertenece al primer cuadrante, todas las funciones 
trigonométricas serán positivas. 

b) Si, en cambio, termina en uno cualquiera de los otros cuadrantes, el problema 
se reduce a uno de los casos anteriores. 

Ejemplos: 

𝑠𝑒𝑛 780° =  𝑠𝑒𝑛 (780° − 360° ×  2 ) =  𝑠𝑒𝑛 60°  (1° 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒) 

𝑐𝑜𝑠  1.000° =  𝑐𝑜𝑠  (1.000° −  360° ×  2)  =  𝑐𝑜𝑠  280° (4° 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒) 
                =  𝑐𝑜𝑠  (360° − 280°)  =  𝑐𝑜𝑠  80° 

𝑐𝑜𝑠  1.540° =  𝑐𝑜𝑠  (1.540° − 360° ×  4)  =  𝑐𝑜𝑠  100° (2° 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒) 
                =  𝑐𝑜𝑠  (90° + 10°)  =  −𝑠𝑒𝑛 10° 

𝑡𝑔 1.300° =  𝑡𝑔 (1.300° −  360° ×  3) =  𝑡𝑔 220° (3° 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒) 
              =  𝑡𝑔 (220° − 180°)  =  𝑡𝑔 40° 

3.8.8) Ejercicios de aplicación. 

1) Demostrar las siguientes igualdades: 

b) sen 420º cos 390º + cos (-300º) sen (-330º) = 1 

c) cos 570º sen 510º - sen 330º cos 390º = 0 

d) a cos (90º-x) + b cos (90º+x) = (a – b) sen x 

 

2) Calcular el valor de x en las siguientes expresiones: 

a) x = 0,5 cotg (-30º) + sec 135º - tg 330º                                       R: −√2 −
√3

6
 

b) x = 4 cos (-135º) + 0,5 sen (-120º)                                       R:−2√2 −
√3

4
 

c) x = 0,25 tg 210º - sec 180º + 0,5 cos 720º                                            R: 
√3

12
+

3

2
 

d) x = 2 sen 750º - 0,5 tg (-240º)                                             R: 1 +
√3

2
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e) x = cos (-840º) – cotg (570º)                                        R:  −
1

2
− √3 

f) x = sec (-300º) + tg (-315º) + cosec(-210º)                                                       R: 5 

g) x = cotg 480º + cosec 135º + sec135                                              R: −
√3

3
 

h) x = sen (-45º) + tg (-45º) + sec 135º                                      R: −
3

2
√2 − 1 

i) x = tg 480º + cosec 660º                                             R: −
5

3
√3 

j) x = 2 sen 150º - 4 cos 240º - cotg 300º                                           R: 3 +
√3

3
 

 

3) Verificar los siguientes resultados 

a) sen [(9 / 2) ] = 1 

b) sen [(7 / 3) ] = 
√3

2
 

c) cos [(5 / 2) ] = 0 

d) tg [(11 / 4) ] = -1 

e) cotg [(7 / 6) ] = √3 

 

4) Calcular el valor de x 

a) x = (cotg 240º + tg 150º) / (1 - tg 240º  tg 150º)                                      R:  0 

b) (cotg 120º -1) = x sen 60º cos 330º                         R: −
4

9
(√3 + 3) 
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Tema 4: RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS. 

 

4.1) Resolución de triángulos rectángulos. 

Resolver un triángulo rectángulo, es calcular los valores de los lados y ángulos 
desconocidos del mismo, en función de los que sí se conocen. Para ello, es 
indispensable conocer dos elementos entre los cuales figure por lo menos, un lado. 

4.1.1) Primer caso: Resolver un triángulo rectángulo conociendo la hipotenusa y un 

ángulo agudo (Figura 4-1). Datos: lado a y ángulo �̂�. 

 
Figura 4-1 

Determinación de b. 

𝑠𝑒𝑛 �̂� =
𝑏

𝑎
⇒ 𝑏 = a sen �̂� 

Determinación de �̂�. 

Los ángulos agudos de un triángulo rectángulo son complementarios: 

=+ 90ˆˆ CB �̂� = 90°− �̂� 

Determinación de c. 

𝑐𝑜𝑠 �̂� =
𝑐

𝑎
⇒ 𝑐 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 �̂� 

Determinación del valor de la superficie S en función de los datos. 

𝑆 =
1

2
  𝑏𝑎𝑠𝑒  𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

𝑆 =
1

2
 𝑐  𝑏 =

1

2
 𝑎  𝑐𝑜𝑠 �̂� 𝑎 𝑠𝑒𝑛�̂� 

𝑆 =
1

2
 𝑎2  𝑠𝑒𝑛 �̂� 𝑐𝑜𝑠 �̂�  

4.1.2) Segundo caso: Resolver un triángulo rectángulo dados un cateto y un ángulo 

agudo (Figura 4-2). Datos: lado c y ángulo �̂�. 

Determinación de �̂�. 

�̂� + �̂� = 90° ⇒      �̂� = 90°− 𝐵 



HACIA LOS VECTORES                                                                                             RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 

54 

Determinación de a. 

𝑐𝑜𝑠 �̂� =
𝑐

𝑎
;  𝑎  𝑐𝑜𝑠 �̂� = 𝑐 ⇒  𝑎 = 𝑐/ 𝑐𝑜𝑠 �̂� 

 

Figura 4-2 

Determinación de b. 

𝑡𝑔 �̂� =
𝑏

𝑐
⇒    𝑏 = c  tg �̂� 

Determinación de la superficie S en función de los datos.  

𝑆 =
1

2
 𝑐 𝑏 

𝑆 =
1

2 
𝑐 𝑐 𝑡𝑔�̂� 

𝑆 =
1

2
𝑐2 𝑡𝑔�̂� 

4.1.3) Tercer caso: Resolver un triángulo rectángulo conociendo un cateto y la 
hipotenusa (Figura 4-3). Datos: lados a y b. 

 

Figura 4-3 

Determinación de �̂�. 

=
a

b
Bsen ˆ �̂� = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛

𝑏

𝑎
 1 

Determinación de c. 

 
1 Las funciones arc sen, arc cos y arc tg (entre otras) se denominan funciones inversas, es decir, implican determinar el 

ángulo cuyo seno, coseno o tangente tiene un valor determinado. En este nivel, las determinaciones de los ángulos se 
harán mediante calculadoras (alternativamente tablas), las que poseen internamente los algoritmos para determinarlos. 
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Teniendo en cuenta un corolario del Teorema de Pitágoras 2, se tiene: 

𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 

𝑐 = √𝑎2 − 𝑏2 

𝑐 = √(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) 

Determinación de �̂�. 

 =+ 90ˆˆ CB �̂� = 90°− �̂� 

Determinación del valor de la superficie S en función de los datos. 

𝑆 =
1

2
 b c 

𝑆 =
1

2
 𝑏 √(𝑎 + 𝑏) (𝑎 − 𝑏) 

4.1.4) Cuarto caso: Resolver un triángulo rectángulo dados los dos catetos (Figura 4-
4). Datos: lados b y c. 

 

 

Figura 4-4 

Determinación de�̂�. 

𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔�̂� =
𝑏

𝑐
 

Determinación de �̂�. 

𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑡𝑔 �̂� =
𝑏

𝑐
        o bien        �̂� = 90°− �̂� 

Determinación de a: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 por teorema de Pitágoras 

𝑎 = √𝑏2 + 𝑐2 

Determinación del valor de la superficie S en función de los datos. 

 
2 Ver ítem 4.3.3. 
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𝑆 =
1

2
b c 

4.1.5) Ejemplos de aplicación 

1)  Determinación del ancho de un río. 

Un topógrafo puede medir el ancho de un río emplazando su teodolito 3 en un punto C 
en un borde del río, viendo un punto A situado en el otro borde. Después de girar un 
ángulo de 90° en C, se desplaza 200 m hasta el punto B. Allí, apuntando a A, mide el 

ángulo  y encuentra que es de 20°. ¿Cuál es el ancho del río? 

Solución: Del triángulo rectángulo formado entre A, B y C, buscamos la longitud del lado 

CA, que cual llamaremos b. Como conocemos a y , usamos la relación:  

 

               𝑡𝑔 𝛽 =
𝑏

𝑎
 

es decir:  𝑡𝑔 20° =
𝑏

200 𝑚
⇒ 𝑏 = 200 𝑚 𝑡𝑔 20° ≈ 72,79𝑚 

 

El ancho del río es, entonces, de 73 m aproximadamente, redondeando al metro más 
cercano. 

2)  Determinación de la inclinación del sendero de una montaña. 

Un sendero recto con inclinación uniforme conduce desde un hotel, con una elevación 
de 8.000 ft, a un mirador, cuya elevación es de 11.100 ft (ambos valores respecto a una 
misma referencia de altura cero). La longitud del sendero es de 14.100 ft. ¿Cuál es la 
inclinación del sendero? 

 

 
3 El teodolito es un instrumento topográfico de medición mecánico-óptico que sirve para medir ángulos horizontales y 
también verticales. Con otras herramientas auxiliares puede medir distancias y desniveles. Puede verlo en 
https://drive.google.com/file/d/1bkDqEwnsz2zDkRTdjav0YIs_A7xKES8_/view?usp=drive_link  

  

https://drive.google.com/file/d/1bkDqEwnsz2zDkRTdjav0YIs_A7xKES8_/view?usp=drive_link
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Solución: Buscamos el ángulo de inclinación . 

𝑠𝑒𝑛 𝛽 =
3.100

14.100
⇒ 𝛽 ≈ 12,7°       

La inclinación del sendero es aproximadamente 12,7° 

3)  Determinación de una altura mediante el ángulo de elevación. 

Para determinar la altura de una torre radiotransmisora, un topógrafo se sitúa a 300 m 

de su base. El topógrafo mide el ángulo de elevación y encuentra que es, =40°. Si el 
teodolito está situado a 2 m de altura cuando se hace la lectura, ¿qué tan alta es la 
torre? 

 

Solución: Para encontrar la altura desde el teodolito a la punta de la antena (lado b), 
usamos la relación  𝑡𝑔 𝛽 = 𝑏/𝑎. Entonces, 

          𝑏 = a tg 𝛽 = 300 m tg 40° = 251,73 𝑚    

Dado que el teodolito está a 2 m de altura, la altura real de la torre es aproximadamente 
254 m, redondeada al metro más cercano. 

4)  Determinación de la altura de una estatua sobre un edificio. 

Sobre la azotea del edificio de la Cámara de Comercio de Chicago, se encuentra una 
estatua de la diosa griega Ceres, diosa de la agricultura. Se hacen dos observaciones 
desde el nivel de la calle en un punto situado a 400 ft del centro del edificio. El ángulo 
de elevación hasta la base de la estatua resulta ser de 45,0° y el ángulo medido hasta 
la parte superior de la estatua resulta ser de 47,2°. ¿Cuál es la altura de la estatua? 
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Solución: La altura de la estatua será la diferencia entre las dos alturas observadas, esto 
es b’- b. Para encontrar b y b’, planteamos: 

𝑡𝑔 45° =
𝑏

400 𝑓𝑡
⇒ 𝑏 = 400 𝑓𝑡 𝑡𝑔 45° = 400 𝑓𝑡   

𝑡𝑔 47,2° =
𝑏′

400 𝑓𝑡
⇒ 𝑏′ = 400 𝑓𝑡  𝑡𝑔 47,2° = 431,96 𝑓𝑡 

Luego, la altura de la estatua es aproximadamente de 32 ft. 

5)  Determinación de la altura de una montaña. 

Para medir la altura de una montaña, un topógrafo se sitúa en la base de la misma y 
toma dos visuales de la cima desde dos posiciones al mismo nivel, separadas entre sí 
900 m sobre una línea directa a la montaña. La primera observación da un ángulo de 

elevación =47° y la segunda uno ángulo ’=35°. Si el teodolito está a 2 m del suelo, 
¿Cuál es la altura b de la montaña? 

 

Solución: A partir de los dos triángulos que se generan, encontramos que para la misma 
altura (la de la montaña), se cumple: 

𝑡𝑔 𝛽′ =
𝑏

𝑎+900𝑚
⇒ 𝑡𝑔 35° =

𝑏

𝑎+900𝑚
    

𝑡𝑔 𝛽 =
𝑏

𝑎
⇒ 𝑡𝑔 47° =

𝑏

𝑎
 

donde a es la distancia (desconocida) entre el primer punto de observación y el eje de 
la montaña. 

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, a y b. Puesto que buscamos 
b, escogemos despejar el valor de a en la segunda ecuación y sustituir el resultado en 
la primera ecuación: 𝑎 = 𝑏/tg 47° = b cotg 47°. Luego, se obtiene: 

𝑡𝑔 35° =
𝑏

𝑏 𝑐𝑜𝑡𝑔 47°+ 900 𝑚
 

𝑏 = (𝑏 𝑐𝑜𝑡𝑔 47°+ 900 𝑚)𝑡𝑔 35° 

𝑏 = 𝑏 𝑐𝑜𝑡𝑔 47° 𝑡𝑔 35°+ 900 𝑚 𝑡𝑔 35° 

𝑏 (1 − 𝑐𝑜𝑡𝑔 47° 𝑡𝑔 35°) = 900 𝑚 𝑡𝑔 35° 
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𝑏 =
900 𝑚 𝑡𝑔 35°

1 − 𝑐𝑜𝑡𝑔 47° 𝑡𝑔 35°
=
900 𝑚 𝑡𝑔 35°

1 −
𝑡𝑔 35°
𝑡𝑔 47°

= 1.816𝑚 

La altura del pico desde el nivel del suelo es por tanto (1.816+2) m = 1.818 m 

6) Determinación del rumbo de un aeroplano. 

En navegación, la dirección o rumbo desde el origen O de un objeto que se encuentra 
en P, lo describe el ángulo positivo medido en el sentido de las manecillas del reloj 
(obsérvese que esta convención es opuesta a la que estamos acostumbrados) desde el 
norte (N) hasta la línea OP (Figura 4-5). 

 

Figura 4-5 

Un avión Boeing 777 despega del aeropuerto de la ciudad de Santa Fe desde una pista 
que tiene un rumbo de 22°. Después de volar 1,0 mi, el piloto solicita permiso para girar 
90° y dirigirse hacia el noroeste.  

a) ¿Cuál es el nuevo rumbo? 

b) Después de volar 2 mi en esta dirección, ¿Qué rumbo debe usar la torre 
de control para localizar el avión? 

Solución: (a) Después de volar 1 mi desde el aeropuerto O (la torre de control), el avión 
está en P. Después de girar 90° hacia el noroeste, vemos que: 

Ángulo NOP = 22°                     Ángulo RQN = 90°- 22° = 68° 

El rumbo del avión, entonces,  

360° - ángulo RQN = 360° - 68° = 292° 

Recuerde que en este problema el sentido (+) está dado en el sentido de las agujas 
del reloj desde el N. 

(b) Después de volar 2 mi con un rumbo de 292°, el avión está en R. Si  es el ángulo 
correspondiente al vértice O del triángulo ROP, entonces: 
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𝑡𝑔 𝜃 =
2

1
= 2, por lo que 𝜃 = 63,4° 

En consecuencia,  

Ángulo RON =  - 22° = 41,4° 

El rumbo del avión desde la torre de control en O es 

360° - ángulo RON = 360° - 41,4° = 318,6° 

4.1.6) Ejercicios de aplicación 

1) Un triángulo rectángulo tiene una hipotenusa de 2,00 cm de longitud. Si uno 
de sus ángulos mide 40,0°, encuentre la longitud de cada cateto. 

Rta: c = 1,28 cm, b = 1,53 cm 

2) Un triángulo rectángulo contiene un ángulo de 35,0°. Si el cateto opuesto mide 
5,00 cm, ¿cuál es la longitud de la hipotenusa? 

R: 8,72 cm 

3) Un triángulo rectángulo contiene un ángulo de /10 radianes. Si el cateto 
adyacente mide 3,00 m, ¿cuál es la longitud de la hipotenusa? 

R: 3,15 m 

4) La hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 3,00 ft. Si uno de sus catetos 
mide 1,00 ft, encuentre el tamaño de cada ángulo en grados. 

R:  = 19º 28’ 16,39’’,  = 70º 3143,61’’ 

5) Cuando el ángulo de elevación (el ángulo hacia arriba desde la horizontal) del 
Sol es de 28,4° en Paris, la Torre Eiffel forma una sombra horizontal de 555,34 m de 
largo. ¿Qué altura tiene la torre? 

R: 300 m 

6) Un barco, cerca de un acantilado vertical de 100 ft de altura, hace una lectura 
del borde del acantilado. Si el ángulo de elevación es de 25,0°, ¿qué tan lejos está el 
barco de la costa? 

R: 214 ft 

7) Suponga que se dirige hacia una meseta de 50,0 m de altura. El ángulo de 
elevación a la meseta es de 20,0°, ¿qué tan lejos está usted de la base de la meseta? 

R: 137 m 

8) Un barco se encuentra en la bahía de Nueva York; desde él se toma una visual 
a la estatua de la libertad, que tiene aproximadamente 305 ft de altura. Si el ángulo de 
elevación a la parte superior de la estatua es de 20°, ¿qué tan lejos está el barco de la 
base de la estatua? 

R: 838 ft 
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9) Para medir la altura de un edificio, se toman dos visuales desde dos puntos 
situados a 50 ft entre sí. El ángulo de elevación de la primera es de 40° y el de la segunda 
es de 32°. ¿Cuál es la altura del edificio? 

R: 122,4 ft 

10) Desde la punta de un faro, a 120 ft sobre el nivel del mar, el ángulo de 
depresión (el ángulo hacia abajo desde la horizontal) en dirección a un barco a la deriva 
en el mar es de 9,4°. ¿A qué distancia está el barco de la base del faro? 

R: 725 ft 

11) ¿Cuál es el ángulo de elevación del sol cuando un mástil de 24 m proyecta 
una sombra de 16 m? 

R: 56º 18’ 36’’ 

12) Una de las siete maravillas del mundo antiguo, la gran pirámide de Keops fue 
construida alrededor del año 2580 a.C. Su altura original era de 480 ft 11 in, pero debido 
a la pérdida de sus bloques superiores, es ahora algo más baja. Encuentre la altura 
actual de la gran pirámide si los ángulos de elevación desde dos puntos situados a 100 
ft uno de otro y ubicados en el nivel de la base de la pirámide, son 46,3º y 40,3º. 

R: 447 ft 

13)  Sara está volando un barrilete y tiene sus manos a 5,0 ft por encima del suelo. 
Si el cometa está a 200 ft arriba del suelo y la cuerda del barrilete hace un ángulo de 
32,4° con la horizontal, ¿cuántos ft de cuerda está usando? 

R: 364 ft 

14) ¿Cuál es la altura de una antena si una persona que se encuentra a 250 m de 
su base, observa su punta bajo un ángulo de 22°? 

R: 101 m 

15) Un barrilete se encuentra a 20,0 m de altura y su cuerda tiene una longitud de 
80,0 m. ¿Cuál es el ángulo que forma la cuerda con el piso, si las manos de quién lo 
sostiene están a 1,20 m del piso? 

R: 13,6º 

16) Desde la ventana de un edificio de oficinas, se ve una torre de televisión que 
está a 600 m de distancia (horizontalmente). El ángulo de elevación del extremo superior 
de la torre es de 19,6° y el ángulo de depresión de la base de la torre es de 21,3°. ¿Qué 
altura tiene la torre? 

R: 448 m 

17) Se debe hacer pasar un rayo láser a través de un pequeño agujero en el centro 
de un círculo de 10 ft de radio, que está parado sobre una mesa. El origen del rayo está 
a 35 ft del círculo y sobre la mesa. ¿Con qué ángulo de elevación debe dirigirse el rayo 
para que pase por el agujero? 

R: 16º 

18) Para medir la altura de un refugio en la ladera de un monte, se toman dos 
lecturas desde una distancia de 800 ft de la base. Si el ángulo de elevación a la base 
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del refugio es de 32° y el ángulo de elevación a la parte superior es de 35°, ¿cuál es la 
altura del mismo? 

R: 60,27 m 

19) Un dirigible está suspendido en el aire a una altura de 500 ft directamente 
sobre una línea que va desde un estadio a un planetario. El ángulo de depresión del 
dirigible al planetario es de 23° y del dirigible al estadio, de 32º. Encuentre la distancia 
entre el estadio y el planetario. 

R: 1,9 103 ft 

20) El ángulo de elevación de una antena de comunicaciones es de 35,1° en el 
instante en que arroja una sombra de 789 ft de longitud. Use esta información para 
calcular la altura de la antena. 

R: 554,5 ft 

21) El navegante de un barco visualiza dos faros separados 3 mi entre sí a lo largo 
de un tramo recto de la costa. Determina que los ángulos formados entre las dos líneas 
visuales a los faros y la visual dirigida perpendicularmente a la costa miden 15° y 35°.  
(a) ¿qué tan lejos está el barco de la costa?, (b) ¿qué tan lejos está el barco del faro A?, 
(c) ¿qué tan lejos está el barco del faro B? 

R: a) 3,1 mi, b) 3,2 mi, c) 3,8 mi 

22) Una roca de la orilla de un río está a 39,20 m sobre el nivel del agua. Desde 
un punto exactamente opuesto, sobre la otra orilla del río, el ángulo de elevación de la 

roca es  = 14°36’. Calcular el ancho del río. 

R: 150,5 m  

23) Calcular el valor de la diagonal de un cubo cuya arista es 2. 

 

R: 3,46 

 

4.2) Triángulos oblicuángulos.  

Definición: Se llama triángulo oblicuángulo al triángulo que tiene sus ángulos no rectos. 
Por ejemplo: Los triángulos acutángulos y obtusángulos son oblicuángulos. Los 
triángulos rectángulos no son oblicuángulos. 

4.2.1) Teorema del Seno:  

En todo triángulo los lados son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos. 

H) ABC, Triángulo. 

T) 
𝑎

𝑠𝑒𝑛𝐴
=

𝑏

𝑠𝑒𝑛�̂�
=

𝑐

𝑠𝑒𝑛�̂�
 

D) Se traza la altura (ha) y se forman los triángulos rectángulos ADC y ADB, 

donde: 
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𝑠𝑒𝑛 �̂� =
ℎ𝑎
𝑏
⇒ ℎ𝑎 = 𝑏 𝑠𝑒𝑛 �̂�

𝑠𝑒𝑛 �̂� =
ℎ𝑎
𝑐
⇒ ℎ𝑎 = 𝑐 𝑠𝑒𝑛 �̂�}

 
 

 
 

𝑏 𝑠𝑒𝑛 �̂� = 𝑐 𝑠𝑒𝑛 �̂� 

 

Figura 4-6 

o bien:                          

               
𝑏

𝑠𝑒𝑛 �̂�
=

𝑐

𝑠𝑒𝑛 �̂�
                                                       (4.1) 

Se dibuja la altura (hb), quedando determinados los triángulos BEA y BEC. En ellos: 

𝑠𝑒𝑛 �̂� =
ℎ𝑏
𝑐
⇒ ℎ𝑏 = 𝑐 𝑠𝑒𝑛 �̂�

𝑠𝑒𝑛 �̂� =
ℎ𝑏
𝑎
⇒ ℎ𝑏 = 𝑎 𝑠𝑒𝑛 �̂�}

 
 

 
 

𝑐 𝑠𝑒𝑛 �̂� = 𝑎 𝑠𝑒𝑛 �̂� 

o bien:                          

                  
𝑐

𝑠𝑒𝑛 �̂�
=

𝑎

𝑠𝑒𝑛 �̂�
                                                    (4.2) 

De (4-1) y (4-2) se infiere que: 

𝑎

𝑠𝑒𝑛 �̂�
=

𝑏

𝑠𝑒𝑛 �̂�
=

𝑐

𝑠𝑒𝑛 �̂�
                                              (4.3) 

fórmula que expresa las relaciones entre los lados y los ángulos de los triángulos. 

4.2.2) Otras relaciones empleadas en la resolución de Triángulos Oblicuángulos. 

Teorema del Coseno:  

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2  𝑏  𝑐  𝑐𝑜𝑠 �̂� 

𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 − 2  𝑎  𝑐  𝑐𝑜𝑠 �̂� 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2  𝑎  𝑏 𝑐𝑜𝑠 �̂� 
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Teorema de las Tangentes: 

𝑎+𝑏

𝑎−𝑏
=
𝑡𝑔 

�̂�+�̂�

2

𝑡𝑔 
�̂�−�̂�

2

                                                   (4.5) 

Teorema de los Ángulos Medios: 

𝑡𝑔
�̂�

2
=
(𝑝 − 𝑏) (𝑝 − 𝑐)

𝑝 (𝑝 − 𝑎)
 

𝑡𝑔
�̂�

2
=
(𝑝 − 𝑎) (𝑝 − 𝑐)

𝑝 (𝑝 − 𝑏)
 

𝑡𝑔
�̂�

2
=
(𝑝 − 𝑎) (𝑝 − 𝑏)

𝑝 (𝑝 − 𝑐)
                                                  

 La letra p indica el semiperímetro del triángulo, esto es:   

    𝑝 =
𝑎+𝑏+𝑐

2
                                                     (4.7) 

Teorema relativo al área del triángulo: 

𝐴𝑟𝑒𝑎 =
1

2
 𝑎 𝑏 𝑠𝑒𝑛 �̂� 

𝐴𝑟𝑒𝑎 =
1

2
 𝑏 𝑐 𝑠𝑒𝑛 �̂� 

𝐴𝑟𝑒𝑎 =
1

2
 𝑎 𝑐 𝑠𝑒𝑛 �̂�                                               (4.8) 

Área del triángulo en función del semiperímetro y los tres lados. Fórmula de Herón: 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = √𝑝 (𝑝 − 𝑎) (𝑝 − 𝑏) (𝑝 − 𝑐)                                     (4.9) 

4.2.3) Ejemplos de aplicación 

1) Resolver un triángulo oblicuángulo, sabiendo que: 𝑎 = 200 𝑚, �̂� = 47°10′ y �̂� = 83°. 

 

Cálculo de �̂�: +−= )ˆˆ(180ˆ CBA �̂� = 49°50′ 

Cálculo de b:   
𝑏

sen �̂�
=

𝑎

sen �̂�
⇒ 𝑏 =

200 m sen (47°10')

sen (49°50')
⇒ 𝑏 ≅ 192 𝑚 

(4.6) 



HACIA LOS VECTORES                                                                                             RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 

65 

Cálculo de c:    
𝑐

𝑠𝑒𝑛 �̂�
=

𝑎

𝑠𝑒𝑛 𝐴
⇒ 𝑐 =

200 𝑚  𝑠𝑒𝑛 (83°)

𝑠𝑒𝑛 (49°50′)
⇒ 𝑐 ≅ 260 𝑚 

Cálculo del área del triángulo: 

𝐴𝑟𝑒𝑎 =
1

2
𝑎 𝑏 𝑠𝑒𝑛 �̂� ⇒ 𝐴𝑟𝑒𝑎 =

𝑎2 𝑠𝑒𝑛 �̂� 𝑠𝑒𝑛 �̂�

2 𝑠𝑒𝑛 �̂�
; por ser: 𝑏 =

𝑎 𝑠𝑒𝑛 �̂�

𝑠𝑒𝑛 �̂�
 

Área =
(200)2 𝑚2 sen (47 °10') sen (83 °)

2 sen (49 °50')
⇒ Area ≅ 1,91   10 4 m2 

2) Calcular la distancia entre dos puntos, ambos accesibles pero separados por un 
obstáculo que impide la medición directa. 

 

Solución: Dados los puntos A y B, para determinar su distancia, se elige otro punto C 
desde el cual sean visibles y accesibles aquellos puntos. 

Se miden con una cinta, por ejemplo, las distancias 𝐶𝐴 = 𝑏 y 𝐶𝐵 = 𝑎, y con un teodolito 

el ángulo comprendido �̂�. 

Se resuelve el triángulo ABC del que se conocen los lados y el ángulo comprendido; por 
ejemplo, con el teorema del coseno se puede determinar AB. 

𝐴𝐵 = 𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 𝑐𝑜𝑠 �̂� 

3) Calcular la distancia de un punto accesible N a otro inaccesible M, pero que puede 
verse desde el primero. 
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Solución: Se elige sobre el terreno accesible un tercer punto A desde donde puedan ser 
vistos los puntos M y N. 

Con una cinta métrica, por ejemplo, se mide la base 𝑁𝐴 = 𝑚, del triángulo que se forma, 

y con un teodolito se miden los ángulos  y . Con estos datos se puede resolver el 
problema. 

En efecto, por el teorema del Seno se tiene: 

𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝛼
=

𝑚

𝑠𝑒𝑛 �̂�
 ,       pero �̂� = 180°− (𝛼 + 𝛽) 

o bien: 

𝑠𝑒𝑛 �̂� = 𝑠𝑒𝑛 [180°− (𝛼 + 𝛽)] = 𝑠𝑒𝑛 (𝛼 + 𝛽)  (Por reducción al primer cuadrante) 

Sustituyendo en la expresión anterior: 

𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝛼
=

𝑚

𝑠𝑒𝑛 (𝛼 + 𝛽)
⇒ 𝑥 =

𝑚  𝑠𝑒𝑛 𝛼

𝑠𝑒𝑛 (𝛼 + 𝛽)
 

Ejemplo: Si los datos fueran: 

𝑚 = 20 𝑚 
𝛼 = 32° 
𝛽 = 47°10′ 

𝑥 =
𝑚  𝑠𝑒𝑛 𝛼

𝑠𝑒𝑛 (𝛼 + 𝛽)
=

20 𝑚  𝑠𝑒𝑛 32°

𝑠𝑒𝑛 (32°+ 47°10′)
 

Resolviendo: 

𝑥 =
20 m  0,5299

0,9822
⇒ 𝑥 = 10,8 𝑚 

 

4.2.4) Ejercicios de aplicación 

1) Resolver un triángulo siendo sus datos: a = 203,20 m; b = 215,40 m; �̂�= 72°10’ 

R: �̂� = 51° 37' 24'';  �̂� = 56° 12' 24'';  c = 246,73 m;  Area = 20.833m2 

2) Resolver un triángulo oblicuángulo (incluida su superficie) sabiendo que:                     

a = 1.258m;  �̂� =70°5’;  �̂�= 51°4’ 

R:    �̂� = 58° 51′;    𝑏 = 1.382 𝑚;    𝑐 = 1.143 𝑚;    𝑆 = 6,76  105 𝑚2 

3) El ángulo de elevación de la parte superior de una torre es de 30°, acercándose 
100 m hacia la torre, dicho ángulo es de 60°. Hállese la altura de la torre. 

R: 86,6 m 

4) Un árbol está situado en la orilla de un río. El extremo superior del árbol, desde un 
cierto punto (ubicado en la otra margen del río), determina un ángulo de elevación de 
17°. Si a 25 m de dicho punto y en dirección al árbol, el ángulo es de 35°, ¿cuál es la 
altura del mismo? 
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R: 13,56 m 

5) Tres pueblos X, W y Z, están unidos por carreteras rectas. La distancia entre X y 
W es de 6 km mientras que a los pueblos W y Z los separan 9 km. El ángulo que forman 
las carreteras que unen X con W y W con Z es de 120°. ¿Qué distancia hay entre X y 
Z? 

R: 54,5 km 

6) En una plazoleta de forma triangular, los lados miden 60 m, 75 m y 50 m. ¿Qué 
ángulos se forman en las esquinas de la misma? 

R:  = 52º 53’ 27,58’’,  = 85º 27’ 33,6’’,  = 41º 38’ 58,82’’  

7) La estación guardacostas Punta Alta está situada a 150 mi al sur de la estación 
Necochea. Un barco que se encuentra al este de ambas, envía una llamada SOS de 
auxilio que es recibida por las dos estaciones. La llamada a la estación Punta Alta indica 
que el barco se localiza 35° al nordeste; la llamada a la estación Necochea indica que 
el barco está 30° al sureste. ¿Qué tan lejos está el barco de cada estación? 

R: distancia a Punta alta 135,5 mi, distancia a Necochea 143,3 mi 

8)  Para encontrar la distancia de la casa en A a la casa en B (dos puntos sin acceso 
directo de uno a otro), un topógrafo se sitúa en el punto C y determina que el ángulo 
BÂC es de 40°; luego camina una distancia de 100 ft hasta la casa en B y determina 
que el ángulo AĈB es de 50°. ¿Cuál es la distancia de A a B? 

R: 119,2 ft 

9) Para encontrar la longitud de un elevador de esquiadores desde A (abajo) a B 
(arriba) sobre la ladera de una montaña, un topógrafo determinó que el ángulo de la 
ladera respecto a la horizontal es de 25°, luego caminó una distancia de 1.000 ft hasta 
C, alejándose de la montaña, donde midió 15° para el ángulo CBA. ¿Cuál es la distancia 
de A a B? 

R: 1.490 ft 

10) Un avión es visto por dos observadores que están a 1.000 ft de distancia entre sí. 
Cuando el avión pasa sobre la línea que une a los observadores, cada uno toma una 
lectura del ángulo de elevación del avión: 40º y 35º. ¿Qué tan alto está el avión? 

R: 381,7 ft 

11) La famosa torre inclinada de Pisa tenía originalmente 184,5 ft de altura. Después 
de alejarse horizontalmente unos 123 ft de la base de la torre, se encuentra que el 
ángulo de elevación a la parte superior de la torre es de 60°. Encuentre el ángulo de 
inclinación de la torre. 

R: 5º 15’ 51,8’’ 
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4.3) Revisión de teoremas fundamentales. 

4.3.1) Segmentos determinados por un haz de paralelas sobre dos transversales. 

TEOREMA: Si tres o más paralelas son cortadas por dos transversales, a segmentos 
iguales en una de éstas, corresponden segmentos iguales en la otra. 

 

Figura 4-7 

H)  AA’ // BB’ // CC’ // DD’, t y t’ transversales, 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 

T)  𝐴′𝐵′ = 𝐵′𝐶′ = 𝐶′𝐷′ 

D) Se trazan por los puntos A, B y C las rectas AE, BF y CG paralelas a t’ y se 
forman; 

𝐴�̂�𝐸 = 𝐵�̂�𝐹 = 𝐶�̂�𝐺; iguales por el 2° criterio de congruencia 

𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷; por hipótesis 

𝛼 = 𝛾 = 𝜉; por correspondientes entre AE // BF // CG y secante t. 

𝛽 = 𝛿 = 𝜔; por correspondientes entre BB’ // CC’ // DD’ y secante t. 

En consecuencia: 

𝐴𝐸 = 𝐵𝐹 = 𝐶𝐺;                                               (4.10) 

Por lados opuestos a ángulos iguales. 

Pero AA’B’E, BB’C’F y CC’D’G son paralelogramos, puesto que: AE // A’B’; BF // B’C’ y 
CG // C’D’ por construcción, y AA’ // EB’ // FC’ // GD’ por hipótesis. 

Por ello: 

𝐴𝐸 = 𝐴′𝐵′

𝐵𝐹 = 𝐵′𝐶′

𝐶𝐺 = 𝐶′𝐷′

} por lados opuestos de paralelogramos. 

Reemplazando en (4.10), se tiene: 

𝐴′𝐵′ = 𝐵′𝐶′ = 𝐶′𝐷′ 
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PROBLEMA: Dividir un segmento AB en 7 partes iguales. 

 

Figura 4-8 

Solución: Se traza, con origen A, la semirrecta 𝐴𝑋
→  

, por ejemplo, y se dibujan en la misma 
7 segmentos consecutivos iguales a partir de A: 

AC = CD = DE = EF = FG = GH = HI 

Se unen I con B y luego se trazan, por los puntos H, G, F..., paralelas a 𝐼𝐵. Estas cortan 

al segmento 𝐴𝐵 dado en 7 partes iguales: 

𝐴𝐶′ = 𝐶′𝐷′ = 𝐷′𝐸′ = 𝐸′𝐹′ = 𝐹′𝐺′ = 𝐺′𝐻′ = 𝐻′𝐵 

Justificación:  

En efecto, las rectas p // CC’ // DD’ // EE’ // FF’ // ... son cortadas por las transversales 
AX y AB, y como: 

𝐴𝐶 = 𝐶𝐷 = 𝐷𝐸 = 𝐸𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝐺𝐻 = 𝐻𝐼 por construcción 

𝐴𝐶′ = 𝐶′𝐷′ = 𝐷′𝐸′ = 𝐸′𝐹′ = 𝐹′𝐺′ = 𝐺′𝐻′ = 𝐻′𝐵 porque a segmentos iguales en una 
transversal, corresponden segmentos iguales en la otra. 

OBSERVACIÓN: Este método de división de un segmento en partes iguales, es 
independiente de la semirrecta y del segmento unidad que se eligen para efectuar la 
construcción. 

 

Otro procedimiento:  

Por los extremos A y B del segmento dado, se trazan las semirrectas paralelas 𝐴𝑋 y 𝐵𝑌, 

que pertenezcan a distintos semiplanos respecto del segmento 𝐴𝐵. Se dibuja el 

segmento 𝐴𝐶, por ejemplo, 7 veces consecutivas, a partir del origen y sobre cada 

semirrecta, determinándose los puntos C, D, E, F, G, H, I, en la 𝐴𝑋 y los puntos U, T, S, 

N, M, L, K, en la 𝐵𝑌. Uniendo I con B, H con U, G con T, etc, se obtienen los puntos C’, 
D’, E’, F’, G’ y H’, y por lo tanto: 

𝐴𝐶′ = 𝐶′𝐷′ = 𝐷′𝐸′ = 𝐸′𝐹′ = 𝐹′𝐺′ = 𝐺′𝐻′ = 𝐻′𝐵 en virtud del teorema anterior. 
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Figura 4-9 

NOTA: 

I) Esta construcción es independiente del segmento unidad y de las 
semirrectas auxiliares elegidas. 

II) Si se quiere dividir un segmento en 2,4,8,16, etc.., partes iguales, el problema 
puede resolverse, dibujando mediatrices. 

Ejemplo: Dividir un segmento en 8 partes iguales. 

 

Figura 4-10 

 

Resulta:  𝐴𝐶 = 𝐶𝐷 = 𝐷𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝐺𝐻 = 𝐻𝐼 = 𝐼𝐽 = 𝐽𝐵 por definición de mediatriz 4.  

 

4.3.2) Relaciones métricas en los triángulos rectángulos. 

TEOREMA I: En un triángulo rectángulo cada cateto es medio proporcional entre la 
hipotenusa y la proyección del cateto sobre ella. 

 
4 Recta perpendicular que corta un segmento en su punto medio. Su construcción geométrica puede verse en: 

https://drive.google.com/file/d/1Eh_voowEfwLxm6HrSm8Er32Wq0pJzOm0/view?usp=drive_link  

https://drive.google.com/file/d/1Eh_voowEfwLxm6HrSm8Er32Wq0pJzOm0/view?usp=drive_link
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H) 𝐶�̂�𝐵 rectángulo 

      𝐴𝐻 ⊥ 𝑎 en H 

      b’ proyección de b sobre a 

      c’ proyección de c sobre a 

T) 
𝑎

𝑏
=
𝑏

𝑏′
 ;  
𝑎

𝑐
=
𝑐

𝑐′
 

D) Considerando los triángulos 𝐵�̂�𝐶 y 𝐴�̂�𝐶 que tienen {
�̂� 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑑𝑜

�̂� = �̂�  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠
 

 

Figura 4-11 

Resulta 𝐵�̂�𝐶 semejante a 𝐴�̂�𝐶 por el 2° caso de semejanza de triángulos. 

Luego, �̂� = 𝐻�̂�𝐶 por definición de triángulos semejantes, también: 

a (hipotenusa B�̂�𝐶)

b (hipotenusa A�̂�𝐶)
=

b (cateto opuesto a B en B�̂�𝐶) 

b' (cateto opuesto a H�̂�C en AH𝐶)
 

es decir: 

 
𝑎

𝑏
=
𝑏

𝑏′
                                                          (4.11) 

Análogamente, de los triángulos BAC y BHA se obtiene  

𝑎

𝑐
=
𝑐

𝑐′
                                                          (4.12) 

TEOREMA II: En un triángulo rectángulo la altura es medio proporcional entre los 
segmentos que determina sobre la hipotenusa. 

H) 𝐶𝐴𝐵 es un triángulo rectángulo, ℎ𝑎 ⊥ 𝐶𝐵 en H 

T) 
𝑐′

ℎ𝑎
=
ℎ𝑎

𝑏′
 

D) Considerando los triángulos rectángulos  
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𝐶𝐻𝐴 𝑦 𝐴𝐻𝐵 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 {
𝐶�̂�𝐴 = 𝐴�̂�𝐵 𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠

�̂� = 𝐵�̂�𝐻 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝑎𝑚𝑏𝑜𝑠 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑎 90°− �̂�
 

 

Figura 4-12 

Resulta 𝐶�̂�𝐴 semejante a 𝐴�̂�𝐵 por el 2° caso de semejanza de triángulos, luego 𝐻�̂�𝐶 =
�̂� por definición de triángulos semejantes. 

b' (cat. op. de H�̂�C en CĤ𝐴)

ℎ𝑎  (cat. op. de �̂� en A�̂�𝐵)
=
ℎ𝑎  (cat. op. de �̂� en C�̂�𝐴)

c' (cat. op. de B�̂�H en A�̂�𝐵)
 

Finalmente: 

𝑏′

ℎ𝑎
=
ℎ𝑎

𝑐′
                                                          (4.13) 

4.3.3) Teorema de Pitágoras. 

Aplicando las relaciones métricas en el triángulo rectángulo se puede demostrar el 
Teorema de Pitágoras mediante razonamiento simple. 

ENUNCIADO: En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la 
suma de los cuadrados de los catetos. 

 

Figura 4-13 
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H)    CAB rectángulo en A 

T)   𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 

D) Se traza la altura AH correspondiente a la hipotenusa y, de acuerdo a la 
relación (4.12), se tiene: 

𝑎

𝑏
=

𝑏

𝑏′
                                                    (4.14) 

de donde a b' = b b. 

Análogamente: 

𝑎

𝑐
=

𝑐

𝑐′
                                                    (4.15) 

de donde a c' = c c.       

Sumando miembro a miembro la (4.14) y la (4.15) 

a b' + a c' = b b + c c 

Sacando a como factor común: 

a (b' + c') = b b + c c 

pero  𝑏′+ 𝑐′ = 𝑎 

Reemplazando se tiene:  

a a = b b + c c 

de donde, 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2                                             (4.16) 
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Tema 5: COORDENADAS EN EL PLANO. 

 

5.1) Coordenadas cartesianas rectangulares: 

Para fijar la posición de un punto sobre un plano basta con conocer sus distancias -que 
como veremos, tendrán signos- a dos elementos fijos del mismo. En el sistema 
cartesiano los elementos fijos son dos rectas orientadas que se cortan 
perpendicularmente, y se denominan ejes coordenados; el punto de intersección se 
llama origen de coordenadas. 

Dado un sistema cartesiano, el plano queda dividido en cuatro porciones que se 
denominan cuadrantes. Para poder operar con ellos se conviene en numerarlos 
siguiendo el movimiento contrario al de las agujas del reloj. Se elige una unidad de 
medida y se escriben sobre cada eje los números correspondientes a los segmentos de 
ejes tomados desde el origen. 

Los números del eje horizontal se llaman abscisas y los números del otro eje son las 
ordenadas. Se considera que las abscisas son positivas si figuran a la derecha del eje 
de ordenadas y negativas las medidas a la izquierda. Análogamente son positivas las 
ordenadas del plano superior al eje de abscisas y son negativas las del plano inferior. 

Se infiere fácilmente que todo punto del plano queda determinado por dos números, 
abscisa y ordenada, que corresponden a las medidas -con signo y en la escala elegida-
perpendiculares a los ejes bajadas desde dicho punto. 

En la Figura 5-1 se muestran los puntos P (2,4); Q (-4,1); R (-2,-3) y M (4,-2). 

 

Figura 5-1 

Dado que las abscisas y las ordenadas son números reales, queda establecida una 
correspondencia biunívoca entre los puntos del plano y los pares de números reales, es 
decir: a cada punto del plano le corresponde un par de números reales y a cada par de 
números reales le corresponde un punto del plano. 

Esta correspondencia es el fundamento de la Geometría Analítica, es decir: la 
descripción geométrica a través de ecuaciones. 
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5.2) Transformación de coordenadas cartesianas. 

5.2.1) Traslación paralela de los ejes. 

Si tomamos, respecto a un sistema cartesiano (x, y), un punto arbitrario O’ (A, B) y por 
éste trazamos dos ejes (x’, y’) paralelos e igualmente orientados que los primeros, se 
dice que el nuevo sistema deriva del primero por una traslación paralela. 

 

Figura 5-2 

Resulta que: 

𝑥 = 𝑂𝑋 = 𝑂𝐴 + 𝐴𝑋 = 𝑎 + 𝑂′𝑋′ = 𝑎 + 𝑥 ′ 

𝑦 = 𝑂𝑌 = 𝑂𝐵 + 𝐵𝑌 = 𝑏 + 𝑂′𝑌′ = 𝑏 + 𝑦′ 

de manera que las fórmulas denominadas inversas son respectivamente: 

𝑥 = 𝑥′ + 𝑎 
𝑦 = 𝑦′ + 𝑏                                                      (5.1) 

𝑥 ′ = 𝑥 − 𝑎 

𝑦′ = 𝑦 − 𝑏                                                      (5.2) 

5.2.2) Rotación de ejes ortogonales alrededor del origen. 

Sea un sistema ortogonal (x, y) de origen O; si por él trazamos dos ejes (x’, y’) tales que 

𝑥𝑥
∧

′ = 𝑦𝑦′
∧

= 𝜑 se obtendrá un nuevo sistema ortogonal (x’, y’), el cual se dice deriva del 
primero por una rotación de amplitud (φ) alrededor del origen. 

 

Figura 5-3 
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El segmento OP, puede considerarse como la hipotenusa del triángulo OX’P. 

Dado que la proyección de la hipotenusa del triángulo OX’P es igual a la suma algebraica 
de las proyecciones de los catetos, resulta: 

𝑥 = 𝑂𝑋 = 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑥𝑂𝑃 = 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑥𝑂𝑋′ + 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑥𝑋′𝑃 

o bien 

𝑥 = 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑥𝑂𝑋′ + 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑥𝑂𝑌′   (𝑋′𝑃 = 𝑂𝑌′ ) 

pero como la proyección de un segmento sobre un eje es igual al producto del valor 
absoluto del segmento dado, por el coseno del ángulo de dirección, se tiene 

𝑥 = 𝑥′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 𝑦′ 𝑠𝑒𝑛𝜑                                                (5.3) 

Además  

𝑦 = 𝑂𝑌 = 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑦𝑂𝑃 = 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑦𝑂𝑋′ + 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑦𝑋′𝑃 

o sea 

𝑦 = 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑦𝑂𝑋′ + 𝑝𝑟𝑜𝑦𝑦𝑂𝑌′ 

pero, por la propiedad de las proyecciones mencionadas en el párrafo anterior, resulta 

𝑦 = 𝑥′ 𝑐𝑜𝑠( 90° − 𝜑) + 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 

o bien 

𝑦 = 𝑥 ′𝑠𝑒𝑛 𝜑 + 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑                                                (5.4) 

Las relaciones (5.3) y (5.4) son las fórmulas inversas del problema. 

Para obtener las ecuaciones directas basta observar que el sistema (x’, y’) se pasa al 
(x, y) por una rotación alrededor del origen de amplitud (-φ); luego las fórmulas directas 
se deducen reemplazando en (5.3) y en (5.4) el argumento por (-φ). Así: 

x' = x  cos 𝜑 + y  sen 𝜑 

y' = −x  sen 𝜑 + 𝑦 cos 𝜑                          (5.5) 

5.2.3) Transformación general de coordenadas cartesianas rectangulares. 

Sean (x, y), (x’, y’) dos sistemas de ejes ortogonales. La posición del segundo respecto 
del primero estará definida cuando se conozcan las coordenadas del nuevo origen O’ 

(A, B) y el ángulo 𝜑 = 𝑥𝑥
∧

′ que determinan los ejes de abscisas (Figura 5-4). 

Construyendo un sistema auxiliar (X, Y), se puede establecer 

{
𝑥 = 𝑋 + 𝑎
𝑦 = 𝑌 + 𝑏

                                                 (5.6)                                             

 {
𝑋 = 𝑥 − 𝑎
𝑌 = 𝑦 − 𝑏

                                                 (5.7) 
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y también  

{
𝑋 = 𝑥′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 𝑦′ 𝑠𝑒𝑛 𝜑

𝑌 = 𝑥′ 𝑠𝑒𝑛 𝜑 + 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑
                                      (5.8)                    

 {
𝑥′ = 𝑋 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑌 𝑠𝑒𝑛 𝜑
𝑦′ = − 𝑋 𝑠𝑒𝑛 𝜑 + 𝑌 𝑐𝑜𝑠 𝜑

                                  (5.9) 

 

 

Figura 5-4 

Reemplazando (5.8) en (5.6) se obtiene 

𝑥 = 𝑥′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 𝑦′ 𝑠𝑒𝑛 𝜑 + 𝑎 
     𝑦 = 𝑥′ 𝑠𝑒𝑛𝜑 + 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑏                                         (5.10) 

que son las fórmulas inversas. 

Sustituyendo X e Y por sus valores (5.7) en la relación (5.9), se tiene 

𝑥′ = (𝑥 − 𝑎) 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + (𝑦 − 𝑏) 𝑠𝑒𝑛 𝜑 
𝑦′ = −(𝑥 − 𝑎) 𝑠𝑒𝑛 𝜑 + (𝑦 − 𝑏) 𝑐𝑜𝑠 𝜑                               (5.11) 

que son las ecuaciones directas. 

 

5.3) Coordenadas Polares. 

Sea un punto en el origen O, denominado polo y una semirrecta OX, llamada eje polar. 
Se fija, además, el sentido positivo de las rotaciones coincidentes con el sentido 
contrario al movimiento de las agujas del reloj. 

 

Figura 5-5 
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Un punto cualquiera A del plano queda determinado al conocer la distancia OA y el 
ángulo θ que indica la posición del segmento OA respecto al eje (Figura 5-5). 

 El número positivo r que mide al segmento OA se denomina radio vector del 
punto A. La amplitud del ángulo θ es la anomalía o argumento del punto dado. Las 
cantidades r y θ son las coordenadas polares del punto A y se simbolizan así: 

A (r, θ) 

Vale decir, que a cada punto de la superficie le están coordinados biunívoca y 
continuamente una longitud y un ángulo, o sea dos magnitudes. 

Este sistema resulta muy ventajoso para el análisis de las curvas arrolladas como los 
espirales, entre otras. 

En general r puede tomar cualquier valor real positivo y θ cualquier valor comprendido 
entre 0° y 360° (coordenadas polares elementales). 

A veces suele establecerse para las dos coordenadas el signo positivo y el negativo, 
como ilustra la Figura 5-6 (coordenadas polares generales). 

 

Figura 5-6 

Por lo tanto: 

A (4, 30°) 

B (-3, -150°) 

Cuando se opera con puntos próximos al eje polar en semiplanos opuestos del mismo, 
se observa que corresponden diferencias notables en los argumentos, por ejemplo: los 
puntos (1, 5°) y (1; 355°) son dos puntos equidistantes del eje polar por arriba y por 
debajo, muy próximos a él. Por ello, se admite que los radios vectores varíen entre -∞ y 
+∞ y los argumentos puedan tomarse en giros definidos positivos o negativos, por 
ejemplo: (1, 5°) y (1; -5°). No obstante, nosotros usaremos la primera definición: radio 
vector positivo -únicamente- y ángulo positivo -únicamente- en el sentido de giro 
antihorario. 

EJERCICIO: Fijar en coordenadas polares los puntos siguientes: 

(5, 75°); (7, 270°); (3, π/2); (8, π/4); (2, π/3) 
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5.4) Fórmulas de pasaje de las coordenadas cartesianas a polares y 
viceversa. 

Supongamos un sistema cartesiano al cual se encuentra agregado un sistema polar, 
cuyo polo coincide con el origen del sistema ortogonal y cuyo eje polar se superpone al 
semieje positivo de abscisas. 

Dado un punto P, sabemos que:  

𝑥 = r cos θ 

𝑦 = r sen θ                                                                 (5.12) 

 

Figura 5-7 

Estas fórmulas expresan las coordenadas cartesianas del punto en función de las 
coordenadas polares. 

Por el teorema de Pitágoras, se tiene 

𝑟 = ±√𝑥2 + 𝑦2                                                (5.13) 

𝑡𝑔 𝜃 =
𝑦

𝑥
                                                      (5.14) 

que son las fórmulas que expresan las coordenadas polares en función de las 
cartesianas. 

De la solución de este problema particular resulta luego la solución del problema 
general, combinando estos resultados con los que se refieren a un cambio general de 
ejes cartesianos (punto 5.2). 

 

5.5) Ejercicios de aplicación. 

1) Hallar las coordenadas polares de los puntos cuyas coordenadas cartesianas 
ortogonales se señalan a continuación: 

A (4, 3)                                                                                                        R. A (5, 36° 50’) 

B (1, 1)                                                                                                           R: B (√2, 45°) 

C (6, 8)                                                                                                     R: C (10, 53° 10’) 



HACIA LOS VECTORES                                                                                              COORDENADAS EN EL PLANO 

 
81 

D (-1, 1)                                                                                                       R: D (√2, 135°) 

2) Calcular las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas coordenadas polares se 
indican a continuación: 

A (4, 45°)                                                                                                     R: A (2√2, 2√2) 

B (10, 30°)                                                                                                       R: B (5√3, 5) 

C (2, 60°)                                                                                                          R: C (1, √3) 

D (5, 180°)                                                                                                         R: D (-5, 0) 

3) Determinar las ecuaciones polares de las curvas que tienen las siguientes ecuaciones 
cartesianas: 

a) 𝑦2 = 2𝑥                                                                                                       R: 𝑟 =
2 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝜃

𝑠𝑒𝑛 𝜃
 

b) 𝑥2 − 𝑦2 = 1                                                                                            R: 𝑟 =
1

√1−2 𝑠𝑒𝑛2 𝜃
 

4) Hallar las ecuaciones cartesianas de las curvas cuyas ecuaciones polares son: 

a) 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜙 = 10                                                                                                     R: 𝑥 = 10 

b) 𝑟 = 3                                                                                                   R: 𝑥2 + 𝑦2 − 9 = 0 

5) Calcular las coordenadas de los puntos siguientes cuando los ejes giran alrededor 

del origen un ángulo : 

a) A (0;4) y  = 60°                                                                                          R: A (2√3; 2) 

b) B (2√2; 2√2) y  = 45°                                                                                     R: B (4;0) 

6) Calcular las coordenadas del punto P (2, 5) referidas a un sistema (X’ Y’) de origen 
O’ (3, -2) con respecto al sistema (X Y) 

R: 𝑥 = 2 + 3 = 5, 𝑦 = 5 − 2 = 3 

7) Calcular las coordenadas de los puntos siguientes cuando los ejes se trasladan al 

origen O´ y giran alrededor de él un ángulo : 

a) A (-5, 1); O’ (-4, 2); =180°                                                                              R: A (1;1) 

b) B (-4, 3); O’ (1, 3);  = 90°                                                                               R: B (0;5) 

8) El punto P tiene como coordenadas (4, 2) referidas a un par de ejes rectangulares. Si 
estos ejes giran un ángulo de 30° ¿cuáles son las nuevas coordenadas del punto dado? 

R: P (1+2√3; √3-2) 

9) Determinar las nuevas coordenadas del punto M (3, 4) cuando se eligen como ejes 
las bisectrices de los ejes primitivos. 

R: 𝑀 [
7√2

2
;

√2

2
] 
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Tema 6: VECTORES 

 

6.1) Vectores y Escalares. 

La posición de una partícula sólo puede establecerse respecto a un origen y un 
adecuado sistema de referencia centrado en él. La posición, entonces, se establece con 
una flecha que une la partícula con el origen y cuya punta se encuentra en la partícula 
(Figura 6.1.a). 

El cambio de posición de una partícula se llama desplazamiento. Si una partícula se 
mueve de la posición A a la posición B (Figura 6-1b), podemos representar su 
desplazamiento trazando una recta de A a B; el sentido del desplazamiento se puede 
mostrar poniendo una punta de flecha en B, indicando así que el desplazamiento fue de 
A a B. La trayectoria de la partícula no tiene que ser necesariamente una línea recta de 
A a B; la flecha representa sólo el efecto neto del movimiento, no el movimiento tal como 
ocurrió. 

Por ejemplo, en la Figura 6-1c dibujamos una trayectoria posible seguida por una 
partícula desde A hasta B. Obsérvese que la trayectoria no es la misma que el 
desplazamiento AB. Si tomáramos una fotografía instantánea de la partícula cuando se 
encontraba en A y poco después, cuando se localizara en una posición intermedia P, 
podríamos obtener la flecha de desplazamiento AP que representa el efecto neto del 
movimiento durante ese intervalo, aunque no sepamos la trayectoria real seguida en 
esos dos puntos. Además, un desplazamiento tal como A’B’ (Figura 6-1b), que es 
paralelo a AB, con la misma dirección y sentido, y de igual longitud que AB, representa 
el mismo cambio de posición que AB. No hacemos ninguna distinción entre esos dos 
desplazamientos. Por consiguiente, un desplazamiento será caracterizado por una 
longitud, una dirección y un sentido, con la propiedad de trasladarse sobre la dirección 
y a direcciones paralelas. La longitud del vector en una escala adecuada es el módulo 
del mismo, el cual es un valor intrínsecamente positivo. 

 

 

De manera semejante, podemos representar un desplazamiento subsecuente de B a C 
(Figura 6-1d). El efecto neto de los dos desplazamientos será el mismo que el de un 
solo desplazamiento desde A hasta C. Entonces decimos que AC es la suma o 
resultante de los desplazamientos AB y BC. Nótese que la suma no es una suma 
algebraica y que no basta sólo un número para especificarla completamente.  

Figura 6-1:   Vectores de posición y desplazamiento. a) Posición del punto P indicada por la flecha 
OP. b) Las flechas AB y A’B’ son idénticas puesto que tienen la misma longitud y apuntan en la misma 
dirección. c) La trayectoria real de la partícula al moverse de A a B puede ser la curva indicada; el 
desplazamiento sigue siendo la flecha AB. Para algún punto intermedio P, el desplazamiento desde 
A es el vector AP. d) Después del desplazamiento AB, la partícula sufre otro desplazamiento BC. El 
efecto neto de los dos desplazamientos está representado por la flecha AC. 
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Las cantidades que se comportan como los desplazamientos se llaman vectores. Así 
pues, los vectores son entes que tienen módulo, dirección y sentido y se combinan de 
acuerdo con ciertas reglas de adición. Estas reglas se enunciarán más adelante. El 
desplazamiento puede considerarse el generador del concepto de vector, mientras, 
entre otras magnitudes físicas, las que se representan con vectores son: la fuerza, la 
velocidad, la aceleración, la intensidad del campo eléctrico y la inducción magnética. 
Muchas de las leyes de la física se pueden expresar en forma compacta usando 
vectores; las demostraciones en las que intervienen esas leyes a menudo se simplifican 
considerablemente cuando se procede a partir de ellos. 

Las magnitudes que pueden especificarse completamente mediante un número y una 
unidad se llaman escalares. Algunas magnitudes físicas que se representan con 
escalares son: la masa, la longitud, el tiempo, la densidad, la energía y la temperatura. 
Los escalares se pueden manejar mediante las reglas del álgebra ordinaria o más bien, 
la Aritmética. 

 

6.2) Suma de vectores. Método geométrico. 

Para representar un vector en un diagrama dibujamos una flecha. Escogemos la longitud 
de la flecha proporcional a la magnitud del vector (esto es, escogemos una escala), y 
ponemos el sentido de la flecha en el sentido del vector, indicándolo en cada caso con 
la punta de la flecha. Por ejemplo, un desplazamiento de 40 m al noreste con una escala 
de 1,0 cm por cada 10 m, se representaría mediante una flecha de 4,0 cm de largo, 
trazada a un ángulo de 45° con respecto a la dirección horizontal y con la punta de la 
flecha en el extremo superior derecho de la misma. Un vector como éste se representa 
en forma conveniente en negritas, por ejemplo d. Al escribir a mano es conveniente 
poner una flecha sobre el símbolo para denotar una cantidad vectorial, o bien 
simplemente un trazo recto: 𝑑 →o 𝑑. 

A menudo sólo nos interesará la magnitud del vector y no su dirección y sentido. La 
magnitud de d se llama módulo o valor absoluto de d; y la representamos con la letra 
escrita en cursiva, es decir d. El símbolo en tipo de imprenta negro se entiende que 
representa todas las propiedades del vector: el módulo, la dirección y el sentido. 

Consideremos ahora la Figura 6-2 en la cual hemos trazado y puesto las letras a los 
vectores de la Figura 6-1d. La relación entre estos desplazamientos (vectores) se puede 
escribir así: 

a + b = r                                                     (6-1) 

 

Figura 6-2:   La suma vectorial a + b = r. Compárese con la Figura 6-1d 
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Las reglas que deben seguirse para efectuar esta adición (vectorial) geométricamente 
son las siguientes: en un diagrama dibujado a escala se traza el vector desplazamiento 
a; después se traza el desplazamiento b con su origen colocado en la punta de a, y se 
traza una recta desde el origen de a a la punta de b para construir el vector suma r. Este 
vector es un desplazamiento equivalente en longitud, dirección y sentido a los 
desplazamientos consecutivos a y b. Este procedimiento se puede generalizar para 
obtener la suma de un número cualquiera de desplazamientos consecutivos. 

Puesto que los vectores son nuevos entes matemáticos, debemos esperar otras reglas 
para manipularlos. El símbolo “+” en la Ec. 6-1 simplemente tiene un significado diferente 
del que tiene en aritmética o en álgebra ordinaria. Nos indica que debe efectuarse un 
conjunto de operaciones diferentes. 

Mediante la Figura 6-3 podemos demostrar dos propiedades importantes de la adición 
de vectores: 

 

Propiedad conmutativa:                        a + b = b + a,                                                (6-2) 

y 

Propiedad asociativa:                  d + (e + f) = (d + e) + f                                       (6-3) 

 

Estas leyes establecen que no importa en qué orden o cómo se agrupen los vectores, 
la suma es la misma. Al respecto, la adición vectorial y la adición escalar siguen las 
mismas reglas. 

 

 

a)                                                                        b) 

 
Figura 6-3: a) La ley conmutativa para las sumas vectoriales, que establece que a + b = b + a. b) La ley 

asociativa que establece que d + (e + f) = (d + e) + f 

 

La operación de sustracción se puede escribir en nuestra álgebra vectorial definiendo 
como valor negativo de un vector a otro vector de igual magnitud y dirección, pero de 
sentido contrario. Entonces, 

a – b = a + (-b)                                             (6-4) 

como se muestra en la Figura 6-4. 

Recuerde que, aun cuando hemos usado los desplazamientos para ilustrar estas 
operaciones, las reglas se aplican a todas las cantidades vectoriales. 
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Figura 6-4:   La diferencia de vectores a – b = a + (-b) 

 

Newton, al establecer su segunda ley, enunció el siguiente corolario relativo a la suma 

de vectores: Un cuerpo actuado por dos fuerzas en un mismo punto recorrerá la diagonal 

del paralelogramo que ambas describen, en el mismo tiempo que lo haría siguiendo los 

lados del mismo, es decir, en el caso en que las fuerzas actuasen por separado y 

consecutivamente. 1 

 

6.3) Descomposición y suma de vectores, método analítico. 

El método geométrico de sumar vectores no es muy útil cuando tratamos con vectores 
en tres dimensiones; inclusive, en el caso de dos dimensiones es a menudo 
inconveniente. Otra forma de sumar vectores es el método analítico, que implica 
descomponer un vector en sus componentes con respecto a un cierto sistema de 
coordenadas. 

La Figura 6-5a muestra un vector cuyo origen se ha colocado en el origen de un sistema 
de coordenadas rectangulares. Si llevamos perpendiculares desde la punta de a hacia 
los ejes, las cantidades ax y ay así formadas se llaman componentes escalares del vector 
a. El proceso se denomina descomposición de un vector en sus componentes. La Figura 
6-5 muestra un caso bidimensional muy sencillo; fácilmente se amplían sus 
conclusiones al caso de tres dimensiones. 

Un vector puede tener muchos conjuntos de componentes. Por ejemplo, si giramos el 
eje de las x y el eje de las y de la Figura 6-5-a un ángulo de 10° en el sentido contrario 
al de las agujas del reloj, las componentes de a serán diferentes. Además, podemos 
usar un sistema de coordenadas no rectangulares, esto es, el ángulo entre los dos ejes 
no tiene que ser forzosamente de 90° 2. Así pues, las componentes de un vector sólo 
quedan expresadas con toda precisión si especificamos el sistema de coordenadas que 
se está empleando. No es necesario que el origen del vector se coloque en el origen del 
sistema de coordenadas para encontrar sus componentes, aun cuando así lo hemos 
hecho para facilitar la explicación, el vector puede moverse a cualquier lugar en el 

 
1 Texto traducido desde el libro “A History of Mechanics” de René Dugas (ver datos en el apartado Bibliografía) 
2 La elección de ejes coordenados a 90° (sistema rectangular) obedece a la particularidad que tienen las funciones seno 

y coseno de ser cero o uno para el ángulo recto. De otro modo, la descomposición en componentes debe arrastrar los 
valores del seno y el coseno que correspondan al ángulo entre los ejes coordenados. 
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espacio de las coordenadas. Mientras no cambien sus ángulos respecto a las 
direcciones de los ejes, sus componentes permanecerán inalteradas. 

 

Figura 6-5: Dos ejemplos de descomposición de un vector en sus componentes escalares en un cierto 
sistema de coordenadas rectangular. 

 

Las componentes ax y ay de la Figura 6-5-a se encuentran fácilmente por medio de las 
expresiones: 

𝑎𝑥 = 𝑎  𝑐𝑜𝑠 𝜃                                                (6-5a)    

  𝑎𝑦 = 𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃                                                (6-5b) 

 

siendo θ el ángulo que forma el vector a con el sentido positivo del eje de las x medido 
en sentido contrario a las agujas del reloj a partir de ese eje. Nótese que, según el valor 
del ángulo θ, ax y ay pueden ser positivos o negativos. Por ejemplo, en la Figura 6-5-b, 
by es negativo y bx es positivo. Las componentes de un vector tienen propiedades de 
escalares porque, en cualquier sistema de coordenadas de un marco de referencia 
determinado, sólo se necesita un número, con su signo algebraico para especificarlas. 

Una vez que un vector ha quedado descompuesto en sus componentes, las 
componentes mismas se pueden usar para especificar el vector. En lugar de los dos 
números a (módulo del vector) y θ (dirección del vector con relación al eje de las x), 
tenemos ahora los dos números ax y ay. Podemos pasar en un sentido y en el otro desde 
la descripción de un vector en función de sus componentes ax y ay, a la descripción 
equivalente de la magnitud y de la dirección a y θ. Para obtener a y θ de ax y ay, 
observemos en la Figura 6-5-a que 

𝑎 = √𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2                                                   (6-6a) 

𝑡𝑎𝑛 𝜃 = 𝑎𝑦/𝑎𝑥                                                  (6-6b) 

 

El cuadrante en que se encuentra θ queda determinado por los signos de ax y de ay. 

Cuando descomponemos un vector en sus componentes, algunas veces es útil 
introducir un vector de longitud unitaria en una dirección determinada. Así, el vector a 
en la Figura 6-6-a puede escribirse, por ejemplo, de esta manera: 
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a = ua a                                                        (6-7) 

siendo ua un vector unitario (o versor) en la dirección de a. A menudo es conveniente 
emplear vectores unitarios en las direcciones de los ejes de coordenadas escogidos. En 
el sistema de coordenadas rectangulares, ordinariamente se emplean los símbolos 
especiales i, j y k para los vectores unitarios en las direcciones positivas de los ejes x, 
y y z, respectivamente; véase la Figura 6-6-b. Nótese que no es forzoso que i, j y k estén 
localizados en el origen. Como todos los vectores, se pueden trasladar a cualquier lugar 
en el espacio de las coordenadas con la condición que no se cambien las direcciones 
con respecto a los ejes de coordenadas. 

 

Figura 6-6: a) El vector a puede escribirse ua a, siendo ua un vector unitario en la dirección de a. b) Los 
vectores unitarios i, j y k, se emplean para especificar respectivamente las direcciones y sentidos 

positivos de los ejes x, y y z. 

Los vectores a y b de la Figura 6-5 se pueden escribir en función de sus componentes 
y de los vectores unitarios como sigue: 

a = i ax+ j ay                                                  (6-8a) 

b = i bx+ j by                                                  (6-8b) 

véase la Figura 6-7. La relación vectorial obtenida por la Ec. 6-8a es equivalente a la 
relación escalar dada por la Ec. 6-6; ambas relacionan el vector (a, o bien, a y θ) con 
sus componentes (ax y ay). A cantidades tales como i.ax y j.ay en la Ec. 6-8a las 
llamaremos algunas veces las componentes vectoriales de a; éstas se han trazado 
como vectores en la Figura 6-7a. La palabra componente seguirá empleándose para 
indicar las cantidades escalares ax y ay. 

 

Figura 6-7:   Dos ejemplos de descomposición de un vector en sus componentes vectoriales en un 
sistema de coordenadas dado; compárese con la Figura 6-5. 



HACIA LOS VECTORES                                                                                                                                VECTORES 

89 

 

Consideremos ahora la adición de vectores por el método analítico. Sea r la suma de 
los dos vectores a y b que están en el plano x-y, de tal manera que 

r = a + b                                                        (6-9) 

En un sistema de coordenadas dado, dos vectores tales como r y a + b podrán ser 
iguales solamente si sus correspondientes componentes lo son, es decir, 

rx = ax + bx                                                 (6-10a) 

ry = ay + by                                                 (6-10b) 

Estas dos ecuaciones algebraicas, conjuntamente, son equivalentes a la relación 
vectorial única representada por la Ec. 6-9. Mediante las Ecs. 6-6 podemos encontrar r 
y el ángulo θ formado por r con el eje de las x; esto es, 

𝑟 = √𝑟𝑥
2 + 𝑟𝑦

2 

𝑡𝑎𝑛 𝜃 = 𝑟𝑦/𝑟𝑥 

Así pues, tenemos la siguiente regla para sumar vectores analíticamente: “se 
descompone cada vector en sus componentes en un sistema dado de coordenadas; la 
suma algebraica de las componentes a lo largo de un eje determinado será la 
componente de la suma vectorial a lo largo de ese eje”. Este método de sumar vectores 
se puede generalizar a muchos vectores y a tres dimensiones. 

La ventaja del método de descomponer los vectores en sus componentes en un sistema 
de ejes ortogonales, en lugar de sumarlos directamente aplicando las relaciones 
trigonométricas pertinentes, es que siempre empleamos triángulos rectángulos y así se 
simplifican los cálculos. 

Al sumar vectores por el método analítico, la elección de los ejes de coordenadas 
determina la mayor o menor simplificación del proceso. Algunas veces se conocen 
desde un principio las componentes de los vectores con respecto a un cierto sistema de 
ejes, de modo que la elección de los ejes es obvia. En otros casos, una elección atinada 
de los ejes puede simplificar considerablemente el trabajo de descomponer los vectores 
en sus componentes. Por ejemplo, los ejes se pueden orientar de manera que por lo 
menos uno de los vectores quede paralelo a un eje. 

 

Ejemplo 6-1. Un avión recorre 130 km en una trayectoria recta que forma un ángulo de 
22,5° al Este del Norte. ¿Qué distancia se alejó el avión hacia el norte y qué distancia 
hacia el este de su punto de partida? 

Escogemos como dirección Este al sentido positivo del eje de las x y como dirección 
norte al sentido positivo del eje de las y. A continuación (Figura 6-8) trazamos un vector 
de desplazamiento a partir del origen (punto de partida), formando un ángulo de 22,5° 
con respecto al eje de las y (el Norte) inclinado hacia el sentido positivo del eje de las x 
(el Este). Se escoge la longitud del vector de manera que represente una magnitud de 
130 km. Si llamamos d a este vector, entonces dx es la distancia recorrida hacia el Este 
del punto de partida y dy proporciona la distancia recorrida hacia el norte del punto de 
partida. Tenemos: 

𝜃 = 90,0° − 22,5° = 67,5° 

de manera que (véanse las Ecs. 6-5): 

𝑑𝑥 = 𝑑 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = (130 𝑘𝑚) 𝑐𝑜𝑠 67,5° = 50 𝑘𝑚 

y 
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𝑑𝑦 = 𝑑  𝑠𝑒𝑛 𝜃 = (130 𝑘𝑚) 𝑠𝑒𝑛 67,5° = 120 𝑘𝑚 

 
Figura 6-8 (Ejemplo 6-1) 

 

Ejemplo 6-2. Un automóvil recorre 30 km hacia el Este en una carretera horizontal. Al 
llegar al cruce de carreteras da la vuelta hacia el Norte y recorre 40 km, luego se detiene. 
Encontrar el desplazamiento resultante del automóvil. 

Escogemos un marco de referencia fijo con respecto a la tierra, con el sentido positivo 
del eje de las x de nuestro sistema de coordenadas apuntando hacia el Este y con el 
sentido positivo del eje de las y dirigido hacia el Norte. Se dibujan los dos 
desplazamientos consecutivos a y b, como se muestra en la Figura 6-9. El 
desplazamiento resultante r se obtiene así: r = a + b. 

 

Figura 6-9 (Ejemplo 6-2) 

Puesto que b no tiene componente sobre el eje de las x y a carece de componente sobre 
el eje de las y, obtenemos (véanse las Ecs. 6-10): 

𝑟𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 = 30 𝑘𝑚 + 0 = 30 𝑘𝑚 

𝑟𝑦 = 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦 = 0 + 40 𝑘𝑚 = 40 𝑘𝑚 

Entonces, la magnitud y dirección de r resultan (véanse las Ecs.6-6): 
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𝑟 = √𝑟𝑥
2 + 𝑟𝑦

2 = √(30 𝑘𝑚)2 + (40 𝑘𝑚)2 = 50 𝑘𝑚 

𝑡𝑎𝑛 𝑡𝑎𝑛 𝜃 = 𝑟𝑦/𝑟𝑥 =
40 𝑘𝑚

30 𝑘𝑚
= 1,33 ⇒ 𝜃 = ( 1,33) = 53° 

El vector de desplazamiento resultante r tiene una magnitud de 50 km y forma un ángulo 
de 53° al Norte del Este. 

 

Ejemplo 6-3. Tres vectores coplanares con respecto a un determinado sistema de 
coordenadas rectangulares con un cierto origen, se expresan como sigue: 

a = 4i – j 

b = -3i + 2j 

c = –3j 

en los cuales las componentes se dan en unidades arbitrarias. Encuéntrese el vector r 
que es la suma de estos vectores. 

De las ecuaciones 6-10 tenemos: 

𝑟𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥 = 4 − 3 + 0 = 1 

y 

𝑟𝑦 = 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑦 = −1 + 2 − 3 = −2 

Así pues, 

r = i rx+ j ry = i – 2 j. 

La Figura 6-10 muestra los cuatro vectores. De las Ecs. 6-6 podemos calcular que la 

magnitud de r es √5  y que el ángulo que forma r con respecto a la parte positiva del eje 
de las x, medido en sentido contrario a las gujas del reloj, a partir de dicho eje, es: 

𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 ( −2/1) = 297° 
 

 
Figura 6-10 (Ejemplo 6-3) 

 

6.4) Multiplicación de vectores. 

Hemos supuesto en los estudios anteriores que los vectores que se suman son de la 
misma naturaleza; esto es, que vectores de desplazamiento se suman a vectores de 
desplazamiento, o vectores de velocidad se suman con vectores de velocidad. Así como 
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carecería de sentido sumar magnitudes escalares de diferente naturaleza, tales como 
la masa y la temperatura, también carece de sentido sumar magnitudes vectoriales de 
diferente naturaleza, tales como un desplazamiento y una fuerza. 

Ahora bien, lo mismo que los escalares, se pueden multiplicar vectores de diferente 
naturaleza unos con otros para obtener magnitudes de nuevas dimensiones físicas. 
Como los vectores tienen módulo, dirección y sentido, la multiplicación de vectores no 
puede ajustarse exactamente a las mismas reglas que las reglas algebraicas de la 
multiplicación escalar. Debemos establecer otras nuevas para la multiplicación de 
vectores. 

Encontramos útil definir tres clases de operaciones de multiplicación de vectores: 1) 
multiplicación de un vector por un escalar, donde el resultado es un vector; 2) 
multiplicación de dos vectores de tal manera que se obtenga un escalar, y 3) 
multiplicación de dos vectores de forma que se obtenga otro vector. Hay todavía otras 
posibilidades, pero no las consideraremos aquí. 

La multiplicación de un vector por un escalar tiene un significado sencillo: el producto de 
un escalar k y un vector a se escribe (k a) y se define como un nuevo vector cuya 
magnitud es k veces mayor que la magnitud de a. El nuevo vector tiene el mismo sentido 
que a si k es positivo y sentido opuesto si k es negativo. Para dividir un vector entre un 
escalar, simplemente se multiplica el vector por el recíproco del escalar. Este tipo de 
producto ya lo hemos usado cuando definimos los vectores en términos de versores (ver 
Ec. 6-7). 

Cuando se multiplica una cantidad vectorial por otra cantidad vectorial, se debe distinguir 
entre el producto escalar (que se representa con un punto) y el producto vectorial (que 

se representa con una cruz). El producto escalar de dos vectores a y b se escribe a ∙ b 

y se define así: 

a ∙ b = a b cos φ                                              (6-11) 

siendo a la magnitud del vector a, b la magnitud del vector b, y  el ángulo que forman 
los dos vectores. (véase la Figura 6-11). 

 

Figura 6-11:   El producto escalar a ∙ b = a b cos  es el producto de la magnitud de cualquiera de los 

vectores (digamos el a) por la componente del otro vector en la dirección del primer vector (b cos ). 

 

Puesto que a y b son escalares y cosφ es un número adimensional, el producto escalar 
de dos vectores es un escalar. El producto escalar de dos vectores se puede considerar 
como el producto de la magnitud de un vector y la componente del otro vector en la 
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dirección del primero. Debido a la notación a ∙ b algunas veces en lugar de decir 

producto escalar de a y de b se dice simplemente “a punto b” o también producto interno 

de a y b. Asimismo, por definición, el producto escalar es conmutativo, es decir a ∙ b = 

b ∙ a. 

Se hubiera podido definir a a ∙ b como cualquier operación a nuestro arbitrio, por 

ejemplo, a1/3 b1/3 tan (φ/2), pero tal definición no hubiera sido de ninguna utilidad para la 
Física. Con nuestra definición del producto escalar, un buen número de magnitudes 
físicas importantes se pueden describir como el producto escalar de dos vectores. 
Algunas de ellas son, por ejemplo, el trabajo mecánico, el potencial eléctrico, la potencia 
eléctrica y la densidad de energía electromagnética. Cuando estudiemos estas 
magnitudes señalaremos su relación con el producto escalar entre vectores. 

Por otra parte, siempre que hablamos de proyecciones de una dirección sobre otra, 
podemos simbolizar dicha operación a través de un producto escalar. 

El producto vectorial de dos vectores a y b se escribe a x b y es otro vector c = a x b. El 
módulo de c se define como: 

c = a b sen φ,                                                (6-12) 

donde φ es el menor ángulo formado entre las direcciones de a y b. 

La dirección de c, se define como perpendicular al plano formado por a y b. Para 
especificar el sentido del vector c debemos referirnos a la Figura 6-12. Imaginémonos 
un tornillo derecho (esto es, que avanza girando hacia la derecha) cuyo eje sea 
perpendicular al plano formado por a y b de tal manera que gire desde a hacia b, 
recorriendo el ángulo φ que forman los dos vectores. Entonces, la dirección y el sentido 
en que avanza el tornillo da la dirección y el sentido del producto vectorial a x b (Figura 
6-12-a). Otra forma conveniente de obtener la dirección y sentido de un producto 
vectorial es la siguiente: imagínese un eje perpendicular al plano descripto por a y b que 
pase por su origen común, si se cierran los dedos de la mano derecha alrededor de ese 
eje como empujando al vector a hacia el vector b, indicando con la punta de los dedos 
el giro sobre el más pequeño de los ángulos que forman, la dirección y sentido del pulgar 
extendido da la dirección y el sentido del producto a x b (Figura 6.12-b). Debido a la 
notación, el producto vectorial a x b se lee a veces “a cruz b”. 

 

Figura 6-12:   El producto vectorial. a) En c = a x b, el sentido de c es aquel en el cual avanza un tornillo 
derecho cuando se hace girar desde a hacia b recorriendo el ángulo más pequeño. b) La dirección de c se 
puede obtener también con la “regla de la mano derecha”: si se coloca la mano derecha de tal manera que 
los dedos cerrados sigan la rotación desde a hacia b, luego, el pulgar extendido apuntará en la dirección 
de c. c) El producto vectorial cambia de signo cuando se invierte el orden de los factores: a x b = - b x a. 

Nótese que b x a no es el mismo vector que a x b, de modo que el orden de los factores 
en un producto vectorial es importante. No ocurre lo mismo con los escalares por que el 
cambio del orden de los factores en álgebra o en aritmética no afecta el producto 
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resultante. En realidad, a x b = - b x a (Figura 6-12-b y c). Esto se puede deducir del 
hecho de que la magnitud ab senφ  es igual a la magnitud ba senφ, pero el sentido de 
a x b es opuesto al de b x a; esto se debe a que el tornillo derecho avanza en un sentido 
cuando se gira un ángulo φ de a hacia b, pero avanza en sentido contrario cuando el 
ángulo φ se gira de b hacia a. El estudiante puede llegar al mismo resultado aplicando 
la regla de la mano derecha. 

Si φ es 90°, a, b y c resultan perpendiculares entre sí y dan las direcciones de un sistema 
tridimensional de coordenadas derecho. Esto es: a x b = c, b x c = a y c x a = b. 

La razón para definir el producto vectorial de esta manera es que resulta de utilidad para 
la Física. A menudo encontramos magnitudes físicas que son vectores, cuyo producto, 
definido en la forma anterior, define una magnitud vectorial que tiene un significado físico 
importante. Algunos ejemplos de magnitudes físicas que se expresan como productos 
vectoriales son: el momento de torsión, la cantidad de movimiento angular, la fuerza 
sobre una carga que se mueve en un campo magnético y el flujo de energía 
electromagnética. Cuando estudiemos estas magnitudes indicaremos su relación con el 
producto vectorial de vectores. 

El producto escalar es el más sencillo de los productos entre dos vectores. El orden de 
multiplicación no altera al producto. El producto vectorial es el siguiente caso más 
sencillo. En él, el orden de multiplicación sí afecta al producto, pero sólo por un factor 
de –1, lo cual implica un cambio de sentido. Hay otros productos de vectores que son 
útiles, pero resultan más complicados. Por ejemplo, un tensor se puede generar 
multiplicando cada una de las tres componentes de un vector por las tres componentes 
de otro vector. Por consiguiente, un tensor (de segundo orden) tiene nueve números 
asociados con él, un vector tiene tres y un escalar sólo uno. Algunas magnitudes físicas 
que se pueden representar mediante tensores son: tensiones mecánicas, momentos de 
inercia y deformaciones. Hay todavía posibilidad de cantidades físicas más complejas, 
sin embargo, sólo nos ocuparemos de escalares y vectores. 

 

6.5) Vectores y las leyes de la Física. 

Los vectores han resultado ser útiles en Física. Será conveniente profundizar un poco 
más la razón de esto. Supongamos que tenemos tres vectores a, b y r, que tienen las 
componentes ax, ay, az, bx, by, bz; y rx, ry, rz respectivamente, en un cierto sistema de 
coordenadas xyz de nuestro marco de referencia. Supongamos, además, que los tres 
vectores están relacionados de tal manera que  

r = a + b.                                                         (6-13) 

Como un simple corolario de las Ecs. 6-10, esto significa que 

rx = ax + bx;                  ry = ay + by;                    rz = az + bz                    (6-14) 

Consideremos ahora otro sistema de coordenadas x’y’z’ que tiene estas propiedades: 
1) su origen no coincide con el origen del primer sistema, el xyz, y 2) sus tres ejes no 
son paralelos a los ejes correspondientes al primer sistema. En otras palabras, el 
segundo sistema de coordenadas ha sido trasladado y girado con respecto al primero. 

Las componentes de los vectores a, b y r en nuestro nuevo sistema serían, en general, 
diferentes; podemos representarlas por ax’, ay’, az’, bx’, by’, bz’; y rx’, ry’, rz’ , respectivamente. 
Sin embargo, estas nuevas componentes están relacionadas en la siguiente forma: 

rx’ = ax’ + bx’;                  ry’ = ay’ + by’;                    rz’ = az’ + bz’              (6-15) 

Esto es, en el nuevo sistema encontraríamos nuevamente (véase la Ec. 6-13) que  

r = a + b 
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En un lenguaje más formal: Las relaciones entre los vectores, de las cuales la Ec. 6-13 
es sólo un ejemplo, son invariantes (es decir, no se alteran) con respecto a la traslación 
o a la rotación de las coordenadas. Ahora bien, es un hecho de la experiencia que los 
experimentos en que se fundan las leyes de la Física y de hecho, las leyes mismas de 
la Física, en forma semejante quedan inalteradas cuando giramos o trasladamos el 
sistema de referencia. Así pues, el lenguaje de los vectores es un lenguaje ideal para 
expresar las leyes de la Física. Si podemos expresar una ley en forma vectorial, queda 
asegurada la invariancia de la ley para la traslación y la rotación del sistema de 
coordenadas por las propiedades de invariancia de los vectores. 

 

6.6) Preguntas para el repaso. 

1. Dos vectores de diferentes magnitudes, ¿se pueden combinar para dar una 
resultante cero? ¿Se puede verificar lo mismo con tres vectores? 

2. ¿Puede valer cero un vector si una de sus componentes no es cero? 

3. ¿Tiene algún sentido llamar vector a una cantidad si su magnitud es cero? 

4. Enumere varias cantidades escalares. El valor de una cantidad escalar, ¿depende 
del marco de referencia escogido? 

5. Supongamos diversos sucesos en el tiempo. Por ejemplo, el suceso b puede 
preceder al suceso c pero seguir al suceso a, dándonos un ordenamiento a, b, c, en 
el tiempo en que ocurren los sucesos. Por consiguiente, hay un sentido en el tiempo 
que distingue el pasado, del presente y el futuro. Por lo tanto, ¿es el tiempo un 
vector? Si no lo es, ¿por qué no? 

6. Las leyes conmutativa y asociativa, ¿se aplican a la sustracción de vectores? 

7. Un producto escalar, ¿puede ser una cantidad negativa? 

 

6.7) Ejercicios de aplicación. 

1) Considérense dos desplazamientos, uno de magnitud 3 m y otro de magnitud 4 
m. Indicar cómo pueden combinarse estos vectores de desplazamiento para obtener un 
desplazamiento resultante de magnitud: a) 7 m; b) 1 m; c) 5 m. 

R: a) paralelo, b) antiparalelo, c) perpendicular. 

2) Dos vectores a y b tienen magnitudes iguales, digamos 10 unidades. Están 
orientados en el plano xy como se muestra en la Figura 6-14 y su suma vectorial es r. 
Encontrar: a) las componentes de r sobre el eje de las x y de las y; b) la magnitud de r; 
c) el ángulo que forma r con el eje de las x. 

 
Figura 6-14 
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3) Dado dos vectores a = 4i - 3j y b = 6i + 8j, encontrar la dirección y magnitud de 
a, de b, de a + b, de b - a, y de a - b. 

R: Las magnitudes son: 5; 10; 11,2; 11,2; 11,2.  

Los ángulos formados con el eje de las x son: 323°; 53,1°; 26,5°; 79,7° y 260°. 

4) Un automóvil recorre hacia el Este una distancia de 50 km, después, hacia el 
Norte, 30 km y luego, en dirección 30° al Este del Norte, 25 km. Trazar el diagrama de 
vectores y determinar el desplazamiento total del automóvil medido desde su punto de 
partida. 

R: 81 km; 39,5°; N del E. 

5) Una partícula experimenta tres desplazamientos consecutivos en un plano, 
como sigue: 4,0 m al suroeste, 5,0 m al este, 6,0 m en una dirección 60° al norte del 
este. Escoger el eje de las y apuntando al norte y el de las x dirigido al este para obtener: 
a) las componentes de cada desplazamiento, b) las componentes del desplazamiento 
resultante, c) la magnitud, dirección y sentido del desplazamiento resultante, y d) el 
desplazamiento que se requeriría para regresar la partícula al punto de partida. 

R: a) ax=-2,8 m; ay=-2,8 m; bx=5,0 m; by=0; cx=3,0 m; cy=5,2 m. b) dx=5,17 m; dy=2,37 m.     

  c) 5,69 m; 24,6°; N del E. d) 5,69 m; 24,6°; S del O. 

6) Una vez que llega al césped, un jugador de golf necesita dar tres golpes a su 
bola para meterla. El primer golpe mueve la bola 3,66 m al norte, el segundo la mueve 
1,83 m al sureste y el tercero, 0,91 m al suroeste. ¿Qué desplazamiento se hubiera 
necesitado para meter la bola al hoyo en el primer golpe? 

R: 1,84 m a 69,3º 

7) Encontrar la suma de los vectores desplazamientos c y d cuyas componentes 
en km según las tres direcciones perpendiculares son: cx = 5,0; cy = 0; cz = -2,0; dx = -
3,0; dy = 4,0; dz = 6,0. 

R: rx=2,0 km; ry=rz=4,0 km. 

8) Use una escala de 2 m por centímetro y sume gráficamente los desplazamientos 
del problema 5. Determine de su gráfica el módulo, dirección y sentido de la resultante. 

9) Las dimensiones de un cuarto son 10 ft x 12 ft x 14 ft. Una mosca que sale de 
una esquina llega a la esquina diagonalmente opuesta. a) ¿cuál es la magnitud de su 
desplazamiento?, b) ¿podría ser la longitud de esta trayectoria menor que esta 
distancia?, ¿podría ser mayor?, ¿podría ser igual?, c) escoger un sistema de 
coordenadas adecuado y calcular las componentes del vector de desplazamiento en 
ese marco de referencia. 

R: a) 21 ft b) puede ser mayor o igual pero no menor. c) 10i+12j+14k para una cierta selección 
de ejes. 

10) a) Una persona sale por la puerta principal de su casa, camina 304,9 m hacia el 
este, 609,7 m hacia el norte, y después toma una moneda de su bolsillo y la deja caer 
en un acantilado de 152,4 m de altura. Establecer un sistema de coordenadas y escribir 
una expresión para el desplazamiento de la moneda, empleando vectores unitarios. b) 
La persona regresa en seguida a la puerta de su casa, siguiendo un camino diferente 
en el viaje de retorno, ¿cuál es su desplazamiento resultante para el viaje completo de 
ida y vuelta? 

R: 0 

11) En el problema 9, si la mosca no volara, sino que caminara, ¿cuál sería la 
longitud de la trayectoria más corta que pudiera seguir? 

12) Una topógrafa calcula el ancho de un río mediante el siguiente método: se para 
directamente frente a un árbol en el lado opuesto y camina 100 m a lo largo de la ribera 
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del río, después mira el árbol. El ángulo que forma la línea que parte de ella y termina 
en el árbol es de 35,0°. ¿Cuál es el ancho del río? 

R: 70,0 m. 

13) Un avión vuela 200 km rumbo al oeste desde la ciudad A hasta la ciudad B y 
después 300 km en la dirección de 30° al noroeste de la ciudad B hasta la ciudad C. 
Determine a) En línea recta, ¿qué tan lejos está la ciudad C de la ciudad A?, b) respecto 
a la ciudad A, ¿en qué dirección está la ciudad C? 

R: 484 km dirección 18º 3’ 37,7’’ al norte del este 

14) Un avión vuela desde su campamento base hasta el lago A, a una distancia de 
280 km en dirección 20,0° al noreste. Después de dejar caer provisiones, vuela hacia el 
lago B, ubicado a 190 km y 30,0° al noroeste del lago A. Determine gráficamente la 
distancia y la dirección del lago B al campamento base. 

R: 310 km a 57° suroeste. 

15) Un peatón camina 6,00 km al este y después 13,0 km al norte. Con el método 
gráfico determine la magnitud y la dirección del vector desplazamiento resultante. 

R: 14 km, 65,22º 

16) Una persona camina la mitad de una trayectoria circunferencial de radio 5,00 m. 
a) Encuentre la magnitud del vector desplazamiento. b) ¿qué distancia camina la 
persona? c) ¿cuál es la magnitud del desplazamiento si la persona camina todo el 
recorrido alrededor de una circunferencia? 

R: a) 10,0 m; b) 15,7 m; c) 0 

17) El vector a tiene una magnitud de 8,00 unidades y con el eje x positivo forma un 
ángulo de 45,0°. El vector b también tiene una magnitud de 8,00 unidades y está dirigido 
a lo largo del eje x negativo. Con los métodos gráficos encuentre, a) el vector suma a+b, 
y b) el vector diferencia a–b. 

18) Un carro en una montaña rusa se mueve 200 ft horizontalmente y después viaja 
135 ft en un ángulo de 30,0° sobre la horizontal. Luego recorre 135 ft en un ángulo de 
40,0° abajo de la horizontal. ¿Cuál es su desplazamiento después de su punto de 
partida? Utilice técnicas gráficas. 

R: 420 ft a –2,62° 

19) Una fuerza f1 de magnitud igual a 6,00 unidades actúa en el origen en una 
dirección 30,0° sobre el eje x. Una segunda fuerza f2 de magnitud 5,00 unidades actúa 
en el origen en la dirección del eje y positivo. Encuentre gráficamente la magnitud y 
dirección de la fuerza resultante f1 + f2. 

20) El conductor de un automóvil maneja 3,00 km hacia el norte, 2,00 km al noreste 
(45,0° al este del norte), 4,00 km al oeste y después 3,00 km al sureste (45,0° al este 
del sur). ¿Dónde termina respecto a su punto de inicio? Represente su respuesta en 
forma gráfica. Compruébela usando el álgebra entre componentes. 

21) Una persona camina 25,0° al norte del este recorriendo 3,10 km. ¿Cuánto tendría 
que caminar hacia el norte y hacia el este para llegar al mismo sitio? 

R: hacia el norte: 1,31 km, hacia el este 2,8 km 

22) Un vector tiene una componente x de –25,0 unidades y una componente y de 
40,0 unidades. Encuentre la magnitud y dirección de este vector. 

R: 47,2 unidades a 122° 

23) Al explorar una cueva, una espeleóloga aficionada comienza en la entrada y 
recorre las siguientes distancias en líneas rectas: se desplaza 75,0 m al norte, 250 m al 
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este, 125 m en un ángulo de 30,0° al norte del este y 150 m al sur. Encuentre el 
desplazamiento resultante desde la entrada de la cueva. 

R: 358 m en una dirección de -2º 

24) Dados los vectores a = 2,0i + 6,0j y b = 3,0i – 2,0j, a) dibuje el vector suma 
c=a+b y el vector diferencia d=a–b. b) Encuentre soluciones analíticas para c y d 
primero en términos de vectores unitarios y después en coordenadas polares, con 
ángulos medidos respecto del eje +x. 

R: b) 5i+4j=6,40 a 38,7°; -i+8j=8,06 a 97,2° 

25) Un vector de desplazamiento en el plano xy tiene una magnitud de 50,0 m y está 
dirigido en un ángulo de 120,0° en relación con el eje x positivo. ¿cuáles son las 
componentes rectangulares de este vector? 

R: x = -25 m, y = 43,3 m 

26) El vector a tiene componentes x y y de –8,7 cm y 15 cm, respectivamente; el 
vector b tiene componentes x e y de 13,2 cm y –6,6 cm, respectivamente. Si a-b+3c=0, 
¿cuáles son las componentes de c? 

R: c = (7,3 cm)i – (7,2 cm)j 

27) Un joven corre 3,0 cuadras al norte, 4,0 cuadras al noreste y 5,0 cuadras al oeste. 
Determine la longitud y dirección del vector desplazamiento que va del punto de partida 
hasta su posición final. 

R: 6,21 cuadras con una dirección de 22,65º al oeste del norte. 

28) Obtenga expresiones analíticas para los vectores de posición con coordenadas 
polares a) 12,8 m, 150°; b) 3,30 cm; 60° y c) 22,0 in., 215°. 

R: a) (-11,1 m)i+(6,40 m)j; b) (1,65 cm)i+(2,86 cm)j; c) (-18,0 in)i-(12,6 in)j 

29) Un mariscal de campo toma el balón desde la línea de golpe, corre hacia atrás 
10 m y después corre 15 m en paralelo a la misma línea de golpe. En este punto, lanza 
un pase recto de 50 yardas dentro del campo perpendicular a la línea de golpe. ¿Cuál 
es la magnitud del desplazamiento resultante del balón de fútbol? 

R: 41,23 m 

30) Una partícula efectúa los siguientes desplazamientos consecutivos: 3,50 m al 
sur; 8,20 m al noreste y 15,0 m al oeste. ¿Cuál es el desplazamiento resultante? 

R: 9,48 m a 166° 

31) Un golfista novato necesita tres golpes para hacer un hoyo. Los desplazamientos 
sucesivos son 4,00 m hacia el norte, 2,00 m al noreste y 1,00 m, 30,0° al oeste del sur. 
Si empezara en el mismo punto inicial, ¿cuál sería el desplazamiento más sencillo que 
un golfista experto necesitaría para hacer el hoyo? 

R: 4,63 m con una dirección de 78,67º 

32) Una partícula lleva a cabo dos desplazamientos. El primero tiene una magnitud 
de 150 cm y forma un ángulo de 120,0° con el eje x positivo. El desplazamiento 
resultante tiene una magnitud de 140 cm y se dirige a un ángulo de 35,0° respecto del 
eje x positivo. Encuentre la magnitud y dirección del segundo desplazamiento. 

R: 196,2 cm a –14° 45´ 36´´ 

33) Las instrucciones para descubrir un tesoro enterrado son las siguientes: ir 75 
pasos a 240°, girar en sentido horario 135° y caminar 125 pasos, después girar en 
sentido horario 160° y caminar 100 pasos. Determine el desplazamiento resultante 
desde el punto de partida. 

R: 29 pasos a 245° 13´ 12´´ 
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34) Al pasar sobre la isla Gran Bahama el ojo de un huracán se mueve con una 
dirección 60,0° al norte del oeste con una velocidad de 41,0 km/h. Tres horas después 
se desvía hacia el norte y su velocidad se reduce a 25,0 km/h. ¿A qué distancia se 
encuentra el ojo del huracán 4,50 h después de que pasa por la isla? 

R: 156,6 km 

35) Un avión que parte desde el aeropuerto A vuela 300 km al este, después 350 
km, 30,0° al oeste del norte, luego 150 km al norte para llegar finalmente al aeropuerto 
B. a) El día siguiente, otro avión vuela directamente de A a B en línea recta. ¿en qué 
dirección el piloto debe viajar en este vuelo directo?, b) ¿qué distancia de la isla 
recorrerá el piloto en este vuelo directo? 

R: a) 74,6º, b) 470 km 

36) Muestre que a ∙ b = ax bx + ay by + az bz. (Sugerencia: Escriba A y B en forma de 

vectores unitarios). 

37) Para a = 4i + 3j y b = -i + 3j, encuentre a) a ∙ b, y b) el ángulo entre a y b. 

R: a) 5, b) 71,5º 

38) El vector a se extiende desde el origen hasta un punto que tiene coordenadas 
polares (7, 70°) y el vector a se extiende desde el origen hasta un punto que tiene 

coordenadas polares (4, 130°). Encuentre a ∙ a 

R: 14 

39) Un vector a de 10 unidades de magnitud y otro vector b de 6 unidades de 
magnitud apuntan en direcciones que forman un ángulo de 60°. Encontrar a) el producto 
escalar de los vectores y b) el producto vectorial de los mismos. 

R: a) Escalar de magnitud 30 (unidades)2; b) Vector de magnitud 52 unidades2, perpendicular al 
plano formado por a y b. 

40) El vector a tiene una magnitud de 5,00 unidades y b tiene una magnitud de 9,00 

unidades. Los dos vectores forman un ángulo de 50,0° entre sí. Determine a ∙ b. 

R: 29 

41) Para a = 3i + j – k, b = -i + 2j + 5k, c = 2j – 3k, encuentre c ∙ (a ∙ b). 

R: 0i - 12j + 18k 

42) El vector a tiene 2,0 unidades de largo y apunta en la dirección y positiva. El 
vector b tiene una componente x negativa de 5,0 unidades de largo, una componente y 

positiva de 3,0 unidades de largo y no tiene componente z. Encuentre a ∙ b y el ángulo 

entre los vectores.  

R: modulo = 6, ángulo = 59º 

43) Con la utilización del producto escalar encuentre los ángulos entre: a) a = 3i - 2j 
y b = 4i - 4j; b) a = -2i + 4j y b = 3i - 4j + 2k; c) a = i - 2j + 2k y b = 3j + 4k. 

R: a) 11,3º, b) 156º, c) 82,3º 

44) a) Determinar el vector unitario que es paralelo al vector a = ax i + ay j + az k. 

b) Determinar el componente del vector a = 2i – j - k en la dirección del vector    
a = 3i + 4j. 

45) Los vectores a, b y c forman un triángulo. El ángulo formado entre los lados a y 
b es θ, los vectores están relacionados por la expresión c = a – b. Calcular el producto 

c ∙ c en función de a, b y θ y deducir la ley de los cosenos, c2 = a2 + b2 – 2 a b cos θ. 
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46) Demuestre que, en términos de las componentes, la expresión de a x b es:             
a x b = (ay bz – az by) i + (az bx – ax bz) j + (ax by – ay bx) k 

47) Dos vectores están dados por a = -3i + 4j, y b = 2i + 3j. Encuentre a) a x b y b) 
el ángulo entre a y b. 

R: a) –17k, b) 70,5º 

48) Demostrar que la magnitud de un producto vectorial entre dos vectores es igual 
al área del paralelogramo formado por los dos vectores (Figura 6-15). ¿Sugiere esto la 
idea de cómo representar mediante un vector un elemento de área orientado en el 
espacio? 

 

Figura 6-15 

49) Demostrar que a (b x c) es numéricamente igual al volumen del paralelepípedo 
formado sobre los tres vectores a, b y c. 

50) Un estudiante afirma que ha encontrado un vector a tal que (2i -3j + 4k) x a = (4i 
+ 3j - k). ¿Cree usted que esto es cierto? Explique. 

R: no, porque debería ser perpendicular al vector 2i-3j+4k 

51) El vector a apunta en la dirección y negativa y el vector b apunta en la dirección 
x negativa. ¿Cuáles son las direcciones de a) a x b y b) b x a? 

52) Si |a x b| = a ∙ b ¿Cuál es el ángulo entre a y b? 

R: 45º 

53) Dos vectores a y b poseen el mismo módulo. Su producto vectorial alcanza su 
módulo máximo cuando a y b son: a) paralelos, b) iguales, c) perpendiculares, d) 
antiparalelas, e) forman entre si un ángulo de 45º. 

R: c 

54) Si a = 4i, Bz = 0, |b| = 5 y a x b =12k, determine b. 

55) Si a = 3j, a x b = 9i, a ∙ b = 12, determine b. 
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UNIDAD “CERO” PARA FÍSICA MECÁNICA: 

EL SISTEMA DE IDEAS DE GALILEO Y NEWTON.  

BASES PARA UN PENSAMIENTO OBJETIVO. 

 

1) Introducción: 

El ser humano frente a la naturaleza: 

Los seres humanos interpretan, se relacionan y describen a la naturaleza desde tres 
puntos de vista: la religión, el arte y la ciencia.  

A través de la “religión”, se explica la naturaleza desde lo sobrenatural, aceptando 
verdades reveladas. Seres superiores se encargan de hacer funcionar la naturaleza, a 
veces, a puro arbitrio. 

A través del “arte”, se interpreta y expresa lo real o imaginario con recursos plásticos, 
lingüísticos o sonoros. Se reproduce la naturaleza en imágenes, esculturas, textos, 
música, canciones y actuaciones. 

A través de la “ciencia”, se explica la naturaleza desde ella misma, a partir de la razón, 
asumiéndola como un gran mecanismo que evoluciona sujeto a leyes, inviolables, 
entendibles y reproducibles matemáticamente. “No quiero creer, quiero saber”, con esta 
frase Carl Sagan (1934-1996) resume la motivación de la ciencia y su clara distinción 
de la religión. 

Así y todo, la ciencia, para entender la naturaleza, requiere la aceptación de conceptos 
iniciales que conforman lo que se denomina un “sistema de ideas” o “paradigma”. De 
ello dependerán las conclusiones. Si el paradigma no es válido, las conclusiones 
tampoco lo serán y lo que se suponga un conocimiento no lo será tal. 

Dado que la realidad es única pero compleja, puede ocurrir que los sistemas de ideas 
tengan una validez parcial, es decir, que ajusten a ciertos ámbitos de la naturaleza. Por 
ejemplo, en la Mecánica, en los fenómenos que se producen a altas velocidades -
comparables a la velocidad de la luz-, las concepciones newtonianas de espacio y 
tiempo dejan de ser válidas como bases para describir las leyes físicas. El paradigma al 
cual nos abocaremos en adelante, tuvo que ser abandonado y rectificado para 
desentrañar y entender los fenómenos de la denominada Mecánica Relativista. 

La Física: 

La palabra Física significa conocimiento de la naturaleza, proviene del latín y antes del 
griego. La parte de la Física más antigua y por ello considerada básica para la 
comprensión de las otras partes de esta ciencia, se denomina “Mecánica”.  El objeto de 
la Mecánica es el estudio de los movimientos (“Cinemática”) y las interacciones (fuerzas) 
entre los cuerpos, tanto en situaciones de equilibrio (“Estática”) como de movimiento 
variado (“Dinámica”). 

En rigor, debe distinguirse entre la Mecánica de origen empírico y la Ciencia Mecánica. 
La primera es muy antigua, en particular en lo que refiere a la Estática. Desde los albores 
de la humanidad existen obras que demuestran el acabado dominio de la Estática, que 
por puro empirismo posibilitó la construcción de edificios y monumentos que aún hoy 
perduran. La Ciencia Mecánica comienza mucho más recientemente, a partir del siglo 
XVI -fundamentalmente- con el método experimental y la utilización de la Matemática 
como elemento descriptor de las relaciones entre las variables gobernantes de un hecho 
natural. 
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Como primera disciplina científica de la ciencia natural, la Mecánica se propone 
investigar lo que hay de regular en los fenómenos, cuáles son sus elementos y cuál es 
la vinculación y dependencia mutua entre estos. Las descripciones matemáticas claras 
y completas establecen un conocimiento acabado de los fenómenos estudiados y 
adquieren, por ello, un poder predictor sumamente explotado por el hombre. Así, los 
modelos matemáticos pueden utilizarse a cambio de nuevos experimentos o bien para 
predecir hechos aún no conocidos. La ingeniería se nutrió de esto y posibilitó el gran 
despegue tecnológico de la civilización que, en un círculo virtuoso, impactó sobre la 
ciencia produciendo en el siglo XX un espectacular desarrollo en beneficio de la 
humanidad. 

En este breve análisis se intenta mostrar la evolución de las ideas de espacio y tiempo 
desde Aristóteles hasta Newton, quien, a través del enunciado de sus tres leyes o 
principios fundamentales de la Mecánica y la ley de la gravitación universal, sentó las 
bases para un primer entendimiento de la naturaleza.  

 

2) Aristóteles (Siglo IV A.C.): 

Conceptos Físicos: 

Aristóteles es uno de los grandes filósofos de la Edad Antigua y sus ideas influyeron 
fuertemente hasta los finales de la Edad Media. Aristóteles propuso la idea de un 
Universo esférico y finito que tenía a la Tierra como centro. Como tal, estaba dividido en 
un mundo “translunar” (por arriba de la Luna) y un mundo “sublunar” (por debajo de la 
Luna). Al mundo sublunar lo imaginaba compuesto por cuatro elementos: tierra, aire, 
fuego y agua. En la Física de Aristóteles cada uno de estos elementos tenía un lugar 
adecuado determinado por su peso relativo o “gravedad específica” y se movía 
naturalmente en línea recta (la tierra hacia abajo, el fuego hacia arriba) hacia el lugar 
que le corresponde, en el que se detendría una vez alcanzado. De ello resulta que el 
movimiento terrestre siempre es lineal y siempre acaba por detenerse.  

En el mundo translunar, sin embargo, los movimientos son naturales e infinitos siguiendo 
un complejo movimiento circular, por lo que debían, conforme con la lógica, estar 
compuestos por un quinto elemento que Aristóteles llamaba “éter”, elemento superior 
que no es susceptible de sufrir cambio alguno que no sea el de lugar a través de un 
movimiento circular. La teoría aristotélica por la que el movimiento lineal siempre se lleva 
a cabo a través de un medio que resiste a él, era en realidad válida para todos los 
movimientos terrestres observables. Aristóteles también sostenía que el tiempo existe 
si hay cambio o movimiento, que no existe el vacío (existe un lugar si hay un cuerpo 
ocupándolo) y que los cuerpos más pesados caen más rápidamente que aquéllos que 
son más livianos. Este concepto, equivocado, se aceptó como norma hasta que fue 
refutado por Galileo Galilei. 

Teoría del conocimiento: 

Aristóteles contrapuso su teoría a la de Platón, negando la existencia de las ideas 
innatas. El conocimiento tiene su origen en la experiencia y la primera facultad de éste 
es la “sensibilidad”. Mediante los sentidos se captan las cualidades de las cosas, se 
tienen sensaciones. La segunda facultad del conocimiento es la “imaginación”, que 
permite la reproducción mental de los objetos cuando no están presentes, consiste en 
la formación de imágenes generales de la realidad todavía ligadas a la sensibilidad 
mediante la repetición de imágenes. La “tercera facultad es el entendimiento”, que actúa 
sobre la imagen abstrayendo sus características particulares y quedándose con el 
concepto universal. 
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Metafísica:  

En su Metafísica (ciencia de lo oculto o de lo que está más allá de lo sensible), 
Aristóteles abogaba por la existencia de un ser divino, al que se describe como “Primer 
Motor”, responsable de la unidad y significación de la naturaleza. Existen además otros 
motores como son los motores inteligentes de los planetas y las estrellas (Aristóteles 
sugería que el número de éstos era de "55 o 47"). No obstante, el Primer Motor, o Dios, 
tal como lo describe Aristóteles, no corresponde a finalidades religiosas, como han 
observado numerosos filósofos y teólogos posteriores. Al Primer Motor, por ejemplo, no 
le interesa lo que sucede en el mundo ni tampoco es su creador. Aristóteles limitó su 
teología a la ciencia, sin embargo, en la era cristiana, Santo Tomás de Aquino retomará 
la idea del primer motor y la convertirá en un puntal de su teología.  

 

3) El Renacimiento: 

El Renacimiento fue un amplio y profundo movimiento cultural originado en Italia y luego 
propagado a toda Europa durante los siglos XV y XVI. Fue un período de transición entre 
la Edad Media y la Edad Moderna, siendo por un lado continuidad y por el otro lado 
ruptura respecto a los 1.000 años en que tuvo lugar la Edad Media; un milenio de 
inmovilidad cultural, de letargo y hasta de decadencia como argumenta Ernst Mach en 
su obra “Desarrollo Histórico Crítico de la Mecánica”. 

En el renacimiento se produce la liquidación de los ideales que inspiraron la Edad Media. 
El ideal de una sociedad basada en valores religiosos (“Cristiandad”) va dando lugar al 
ideal de una sociedad basada en valores exclusivamente humanos. La autoridad de la 
Iglesia es paulatinamente reducida a lo estrictamente religioso, quitándole la decisiva 
tarea de la constitución del mundo humano; a partir de allí, éste deberá organizarse 
según los dictados de la razón y la experiencia humanas. La teología dejará de ser la 
reina de las ciencias para dar lugar a las ciencias naturales y humanas. La aspiración 
hacia la otra vida trascendente a la terrenal se convierte poco a poco en la aspiración a 
una plenitud en esta vida. El hombre ocupa el centro desde el cual y hacia el cual todo 
converge. La actividad en todos los campos de la cultura: la ciencia, el arte, el derecho 
y la técnica, hicieron todo lo posible para transformar positivamente el mundo y hacer al 
hombre más humano. 

En el renacimiento, la filosofía natural afirma que la naturaleza es una totalidad viviente 
pero regida por principios propios, el descubrimiento de estos principios constituye el 
objetivo de esta filosofía. Se renuncia a penetrar como por asalto a los misterios de la 
naturaleza, más aún, se niegan tales misterios: “las fuerzas de la naturaleza están 
latentes y se revelan por la experiencia, sólo hay que reconocerlas e investigarlas”. La 
filosofía de la naturaleza rompe los puentes con la magia y con el aristotelismo, 
pretendiendo explicar la naturaleza apelando a la naturaleza misma, prescindiendo de 
hipótesis o doctrinas preestablecidas. Se abre el camino a la verdadera investigación 
científica de la naturaleza, considerada entonces, como un conjunto de cosas que se 
mueven mecánicamente y las leyes que gobiernan este movimiento obedecen a la 
matemática. La naturaleza es pura objetividad. 

 

4) La modernidad o Edad Moderna: 

En gran medida, el espíritu moderno está en germen en el renacimiento. Esta nueva 
etapa, edad o era, se sitúa en general a partir del siglo XV, aunque adquiere su 
manifestación más madura durante los siglos XVII y XVIII. 

El concepto de naturaleza es el del renacimiento, profundizando las investigaciones a 
través de un procedimiento empírico matemático; la experimentación se convierte en 
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una autoridad. En efecto, si todo acontece regularmente de acuerdo a leyes precisas, 
es posible obtener un conocimiento exacto de las cosas. Matematizando el tiempo y el  

espacio que es donde ocurren los movimientos, es posible conocer los fenómenos 
físicos en profundidad. 

El hombre ocupa el centro de todo y es el observador del mundo; lo que puede afirmarse 
del mundo es sólo lo que le es dado a hacer y conocer al hombre, ya sea por su razón 
o por su experiencia y ya no es válido el razonamiento místico. Las crisis religiosas 
ocurridas por la reforma protestante y la contrarreforma (católica), traducidas también 
en cruentas guerras, hacen nacer el ideal de una nueva sociedad basada en aquello 
que todos, independientemente de su raza o credo, tienen de igual: la razón, la 
experiencia y el ejercicio de la voluntad. El hombre se aboca a la conquista del mundo 
y a la estructuración de la vida prescindiendo de lo divino y lo religioso. 

La ciencia en la modernidad deja de tener el único fin del conocimiento, sino que éste 
sirva para el dominio y transformación de la naturaleza a fin de promover una vida más 
digna para todos. La ciencia es vista en la Edad Moderna como el instrumento por 
excelencia para lograr una humanidad hecha por el hombre y para el hombre. Para ello, 
adquieren fundamental importancia los instrumentos de medida para afianzar la 
precisión de las observaciones; aparatos tales como la balanza, el telescopio y el 
microscopio entre otros, son cada vez más necesarios. Se produce una paulatina 
confluencia de la ciencia y la técnica que se desarrollan mutuamente. Se valoriza lo 
nuevo y hay un afán por crear. 

 

5) La reforma protestante (primera mitad del siglo XVI): 

La Reforma Protestante fue un movimiento liderado por los teólogos Martin Luther 
(Martín Lutero, 1483-1546) y Jean Calvin (Juan Calvino, 1509-1564). Este 
movimiento generó una división en el seno del catolicismo que dio origen a las distintas 
iglesias que no obedecían al liderazgo del Papa como representante supremo de la fe 
cristiana. La Reforma surgió como consecuencia del descontento que generaba el modo 
en que la Iglesia Católica administraba la religión. Se revisaron los preceptos católicos 
elementales de las Sagradas Escrituras y se transformó la práctica religiosa en varios 
aspectos. 

Su hecho inicial fue la escritura y divulgación de las “noventa y cinco tesis” de Lutero en 
1517, texto en el que criticaba la venta de indulgencias por parte de la Iglesia Católica 
para reunir fondos y construir la Capilla Sixtina. Lutero sostenía que se debía reformar la 
iglesia actual para retomar la práctica original de la fe cristiana, que se había perdido 
por la corrupción de los poderes del papado. Luego, y en apoyo a Lutero, diferentes 
clérigos y gobernantes de otras partes de Europa se unieron al movimiento reformista y 
organizaron sus propias iglesias cristianas. En otros casos apoyaron al papado y al 
movimiento de la Contrarreforma, como se denominó la respuesta de la iglesia de Roma. 

Las noventa y cinco tesis de Lutero pueden resumirse en los siguientes tres argumentos: 

▪ “La Fe salva”: La salvación proviene sólo de la fe en Jesucristo. No existen ni 
son válidas las intermediaciones: de santos y sacerdotes. 

▪ “Infalibilidad de la Biblia y su libre interpretación”: Los fieles deben leer la 
Biblia como la verdadera palabra de Dios e interpretar sus significados por sí 
mismos. Este principio se corresponde con la gran cantidad de iglesias 
denominadas cristianas. 

▪ “Sacerdocio universal”: los creyentes tienen derecho a tener una relación 
personal con Dios sin mediaciones. Pierde sentido, por lo tanto, la jerarquía 
eclesiástica. 

https://concepto.de/religion-3/
https://concepto.de/tesis/
https://concepto.de/texto/
https://concepto.de/corrupcion/
https://concepto.de/tesis/


HACIA LOS VECTORES                                                                         UNIDAD “CERO” PARA FÍSICA MECÁNICA 

105 

 

La visión renacentista y la rebelión contra la iglesia católica, generó el ambiente 
propicio para la liberación de la razón de los dogmas y el mundo comenzó a verse 
desde otras concepciones. Quedaron atrás mil años de estancamiento y comienza un 
proceso virtuoso hasta nuestros días. 

 

6) Nicholas Copérnico (1473-1543): 

La revolución científica que se produce en la Edad Moderna, que suplantaría luego a la 
física aristotélica, ocurre en primer lugar en la astronomía. Copérnico sentía una gran 
admiración por Ptolomeo y su obra, pero su objetivo era construir un sistema planetario 
alternativo al “Almagesto” (de Ptolomeo) y encontrar el verdadero orden del Universo. 
La teoría aceptada en la época de Copérnico era la geocéntrica de Ptolomeo, hipótesis 
que hacía en extremo laborioso el cómputo de las futuras posiciones de los planetas, 
pero que había sido tomada como cierta por la iglesia dado que colocaba a la Tierra en 
el centro de la creación. Estas dificultades sugirieron a Copérnico que tal teoría debía 
contener algún error básico. Leyó numerosas obras griegas que trataban sobre 
astronomía y con ello descubrió que, en la antigüedad, algunos habían propuesto al Sol 
como centro del sistema planetario. 

Copérnico inicia un nuevo camino de investigación, asumiendo entonces la antigua 
concepción de Seleuco (150 A.C.) de que la Tierra es la que gira en torno al Sol; que el 
Universo es esférico, centrado en el Sol, cerrado por los cielos y la esfera de estrellas 
fijas; que la Tierra es esférica, que gira sobre su eje y que los movimientos de los 
cuerpos celestes son circulares y uniformes. Sin embargo, las posiciones de los planetas 
predichas por Copérnico no eran tan exactas como las predichas por el modelo 
geocéntrico de Ptolomeo, lo cual se debía a que Copérnico rehusó abandonar el 
concepto griego deficiente de que los objetos celestes (“perfectos”) sólo pueden 
moverse en órbitas circunferenciales (“perfectas”) con rapidez constante. 

 

7) Johannes Kepler (1571-1630): 

Kepler fue el primero en probar, con exactitud matemática, la hipótesis de Copérnico. 
Para ello utilizó las observaciones y mediciones de Tycho Brahe y las propias, recogidas 
a lo largo de casi dos décadas. Enunció tres leyes de los movimientos planetarios:  

1º) Las órbitas de los planetas son elipses con el Sol en uno de sus focos. 

2º) El radio vector que une un planeta con el Sol, barre áreas iguales en tiempos iguales.  

3º) El cuadrado del período (tiempo que demanda dar una vuelta) de los planetas es 
proporcional al cubo del radio mayor de su órbita (característicamente una elipse posee 
dos radios o semiejes: el mayor y el menor). 

El descubrimiento de Kepler confirmó definitivamente el valor del procedimiento que 
reconoce en la proporción matemática la verdadera objetividad natural. Él mismo decía: 
“antes creía que la fuerza que mueve a los planetas era un alma, pero cuando consideré 
que esta fuerza motriz disminuye al aumentar la distancia, deduje que debía ser 
corpórea”. 

 

8) Galileo Galilei (1564-1642): 

Contemporáneo de Kepler, Galileo adoptó un método de investigación fundado en el 
reconocimiento del valor de la percepción sensible: “todos los argumentos se 
desmoronan frente a los hechos observados”. Sin embargo, esto no es lo único, es 
necesaria la colaboración del pensamiento y, mediante preguntas y suposiciones 
previas, ha de marcarse la dirección de la experimentación. La inteligencia traspasa la 
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apariencia sensible para la determinación de la realidad que se manifiesta en los 
fenómenos. Prueba de ello es el espectacular trabajo que lo lleva a la determinación de 
la ley de la caída de los cuerpos. A partir de Galileo la filosofía empieza a preocuparse 
por el problema del conocimiento. 

En cuanto al método para lograr el conocimiento, Galileo recomienda una combinación 
del análisis y la síntesis. El análisis descompone los procesos concretos de la naturaleza 
en sus elementos particulares y obtiene así determinadas suposiciones o hipótesis 
sobre las leyes que imperan la realidad. La síntesis saca de estas leyes las 
consecuencias para otros fenómenos y las comprueba mediante observaciones 
(verificación). En caso necesario las hipótesis deben variarse. 

Conocer los fenómenos naturales significa, para Galileo, descomponerlos en factores 
mensurables y determinar matemáticamente las relaciones de dependencia que existen 
entre ellos. Solamente por medio de la determinación cuantitativa es posible fijar hasta 
qué punto los fenómenos concuerdan con nuestras suposiciones. 

Mientras los antiguos sólo crearon esencialmente una parte de la Mecánica, a saber, la 
Estática, Galileo fundó la segunda parte, la dinámica, a través del estudio y comprensión 
de los movimientos rectilíneos y en el plano (proyectiles), estos últimos considerándolos 
como la composición de dos movimientos rectilíneos. También fueron muy importantes 
sus aportes en la óptica, la acústica, la hidrostática y los procesos térmicos. 

Para apreciar más aún la revolución galileana es necesario tener en cuenta, entre otras 
cosas, las siguientes directrices de su pensamiento: 1) en la estructura matemática del 
universo se funda un orden necesario, que es único y no ha sido ni será jamás diferente. 
Dios creó el mundo bajo leyes necesarias y lo abandonó a la permanente satisfacción 
de éstas; 2) la consideración científica empieza solamente cuando se introduce una 
unidad de medida y se determinan con relación a ésta todas las proporciones 
cuantitativas; 3) solamente las “cualidades primarias” (tamaño, forma, peso) son 
objetivas mientras que las “secundarias” (color, sabor) son meramente subjetivas; 4) en 
un sistema cerrado todo se desarrolla de la misma manera tanto si el sistema está en 
reposo o se encuentra en movimiento rectilíneo uniforme; permaneciendo en estas 
circunstancias dentro del sistema es imposible determinar un estado o el otro. 

Galileo adhirió fuertemente a la teoría copernicana, tanto que la defendió en diversos 
foros. Esto le trajo consecuencias frente al poder de la iglesia que consideraba una 
herejía el postulado del modelo heliocéntrico. Galileo, a partir de su visión de la 
naturaleza como un mecanismo sujeto a leyes, concebía a Dios no como un ser 
presente en el mundo con capacidad de violar las leyes que él mismo instauró, sino 
como un creador que abandonó el mundo a su evolución conforme a esas leyes -como 
ya se ha dicho-. Esta creencia era de un tenor más importante que la defensa del modelo 
heliocéntrico, porque significaba -entre otras cosas- la inutilidad de los ruegos para que 
alguna cosa sucediese o no y por lo tanto de las intermediaciones entre Dios y los 
hombres que la iglesia se arrogaba (y arroga…) como potestad.  

A Galileo se le debe la ley de la inercia (o “persistencia”) y el esbozo de lo que luego fue 
la segunda ley de Newton: “las circunstancias determinantes de un movimiento 
provocan aceleraciones”. En ausencia de estas circunstancias, un cuerpo permanece 
inmóvil o con velocidad invariable (“indestructible”) en movimiento rectilíneo. Sin dudas, 
Galileo fue el máximo inspirador de Newton y del establecimiento definitivo de las leyes 
de la Mecánica. 

 

9) Christian Huygens (1629-1695): 

Huygens desarrolló una vasta obra en Física y Matemática, algunas de las cuales son: 
la teoría del centro de oscilación, el invento y construcción del reloj a péndulo, la teoría 
ondulatoria de la luz, las experiencias con choques entre esferas que ayudó a establecer 
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correctamente el principio de conservación de la cantidad de movimiento y el teorema 
de la fuerza centrípeta que le fue de suma utilidad a Newton para establecer su ley de 
gravitación universal. 

 

10)  Isaac Newton (1642-1727): 

Newton posee un doble mérito: en primer lugar, ha ampliado considerablemente el 
campo de la Mecánica mediante y el establecimiento correcto de los principios de la 
Mecánica Clásica (para fenómenos donde se experimentan velocidades mucho más 
pequeñas que la velocidad de la luz) tal como hoy se aceptan y el descubrimiento de las 
variables que gobiernan la gravitación universal y la forma en que se relacionan 
matemáticamente. Después de él no se ha expresado en esencia ningún principio nuevo 
y todo lo que se ha realizado en Mecánica Clásica ha sido un desarrollo deductivo formal 
sobre la base de los principios newtonianos. 

El progreso que los trabajos de Newton significaron frente a los de Galileo y Huygens, 
se pueden resumir en lo siguiente: 1) la generalización del concepto de fuerza (todas 
las interacciones -de la naturaleza que fueren- producen aceleraciones), 2) el 
establecimiento del concepto de masa, 3) la formulación clara y general del teorema del 
paralelogramo de las fuerzas y 4) el establecimiento del principio de igualdad de la 
acción y la reacción.  

A Newton le interesaba la investigación y comprobación de los hechos, para él las 
hipótesis son todo aquello que no puede derivarse de los fenómenos mismos. Las 
hipótesis tanto metafísicas como físicas que traten de cualidades ocultas, no tienen lugar 
en la filosofía experimental. 

Pero Newton no solo trabajó sobre las bases de la Mecánica, también trabajó sobre la 
naturaleza de luz, postulándola como corpuscular por su forma de reflejarse. En esto 
tuvo sus rivalidades con personalidades de la época como Christian Huygens que, como 
se ha dicho, postulaba la cualidad ondulatoria de la luz. Entre otras cosas, Newton hizo 
aportes muy importantes al álgebra y al naciente y floreciente cálculo diferencial e 
integral; en este último, también mantuvo arduas discusiones y rivalidades con el 
germano Gottfried Leibniz.  

Después de haber sido profesor durante cerca de treinta años, Newton dejó su puesto 
para convertirse en director de la Casa de la Moneda inglesa, abandonó prácticamente 
sus investigaciones y se consagró progresivamente a los estudios religiosos. Fue 
elegido presidente de la Royal Society en 1703 y reelegido sucesivamente hasta su 
muerte. En 1705 fue nombrado caballero por la reina Ana como recompensa a los 
servicios prestados a Inglaterra. 

Algunas de las frases más destacadas de Newton son: 

“Si he visto más lejos que los otros hombres, es porque me he subido sobre hombros 
de gigantes”. Frase donde hace referencia especialmente a Galileo y Kepler. 

“No sé cómo puedo ser visto por el mundo, pero en mi opinión, me he comportado como 
un niño que juega al borde del mar, y que se divierte buscando de vez en cuando una 
piedra más pulida y una ostra más bonita de lo normal, mientras que el gran océano de 
la verdad se exponía ante mí completamente desconocido”. Frase expresada en el 
ocaso de su vida, cuando su muerte se acercaba. 

 

11) Bases, paradigmas y leyes de Newton: 

Newton fue un científico y filósofo muy cuidadoso y sólo en contadas ocasiones utilizó la 
metafísica para establecer los fundamentos de su investigación matemática de la 
naturaleza. Una de esas contadas ocasiones es la del establecimiento de la existencia de 
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un “tiempo” y un “espacio” “absolutos”. La física de Newton, o mejor dicho la Filosofía 
Natural de Newton, se sostiene o se derrumba con los paradigmas conceptuales de tiempo 
y espacio absoluto. Newton dice: 

 “El tiempo absoluto, verdadero y matemático, fluye uniformemente sin relación a nada 
externo. El tiempo relativo, aparente y vulgar es alguna medida usada ordinariamente en 
lugar del verdadero tiempo; hora, día, mes y año son medidas semejantes y relativas.” 

“El espacio absoluto, tomado en su naturaleza, sin relación a nada externo, permanece 
siempre similar e inmóvil. El espacio relativo es alguna parte del anterior, que nuestros 
sentidos determinan por su posición con respecto a los cuerpos.” 

“El lugar es la parte del espacio que un cuerpo ocupa, siendo relativo o absoluto en razón 
del espacio”. 

Es decir, el espacio existe aun no existiendo un cuerpo ocupándolo. Es aquí donde Newton 
discrepa fuertemente con la filosofía de Aristóteles (y otros filósofos contemporáneos como 
Descartes), quien identifica al espacio con los cuerpos negando la existencia del vacío. 

 A Newton le preocupaba la imposibilidad de experimentar con el movimiento absoluto 
porque entendía que no puede determinarse la velocidad de un cuerpo o sistema de 
cuerpos con respecto al espacio absoluto. Tampoco es posible diferenciar el espacio 
absoluto de uno que se mueva con velocidad uniforme ya que sobre cada uno de los ellos 
hay ausencia de interacciones. Por ello, Newton en su quinto corolario y en total acuerdo 
con Galileo, establece claramente lo siguiente: 

“Los movimientos de los cuerpos dentro de un espacio dado, con relación a algún punto 
de éste, son los mismos, ya sea que el espacio se encuentre en reposo o en movimiento 
rectilíneo uniforme sin movimiento circular alguno” 

Por ello, la descripción mecánica debía ser válida para cualquier sistema de referencia fijo 
respecto al espacio absoluto, o móvil, pero con velocidad constante. Estos sistemas de 
referencia se denominan inerciales. 

 

12) Sistemas de referencia inerciales: 

Un sistema de referencia es un marco respecto del cual pueden ser evaluados el reposo 
y el movimiento, siendo por lo tanto una herramienta cuya utilidad es puramente 
cinemática. Un sistema de referencia se denomina “inercial” cuando, desde él, un cuerpo 
(partícula) libre (con interacción neta nula con el resto del universo) se ve en reposo o 
en movimiento rectilíneo uniforme; cualquier sistema de referencia que se mueva con 
movimiento rectilíneo uniforme respecto a un marco inercial, es también inercial.  

Newton, siguiendo a Copérnico y a Galileo, aceptaba el universo como heliocéntrico, 
limitado por la esfera inmóvil de estrellas que guardan entre sí una posición relativa 
constante. Dado que todos los objetos se encuentran en movimiento relativo y que la 
Tierra es un sistema de referencia acelerado, Newton en su mecánica celeste, toma a 
las “estrellas fijas” como sistema de referencia inercial en reposo, aunque, sobre esto, 
es sabido que Newton también tenía sus dudas. Como sistema inercial aproximado tomó 
al centro de masa del sistema solar, prácticamente coincidente con el centro del Sol. 

Para los fines prácticos, la Tierra es un sistema de referencia que puede ser tomado 
como aproximadamente inercial, aunque se encuentre acelerada hacia su centro por el 
movimiento de rotación y hacia el Sol debido al movimiento de traslación en su órbita. 
Este argumento se basa en dos hechos: la baja velocidad de rotación del planeta (una 
vuelta por día) y, para duraciones pequeñas de los fenómenos estudiados, el recorrido 
de la Tierra en su órbita es prácticamente un movimiento rectilíneo. Un punto sobre la 
superficie de la Tierra, aunque aproximado como inercial, es el más común de los 
sistemas de referencia utilizados. 
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El Sol tampoco es un sistema inercial ya que, debido a sus interacciones con los otros 
cuerpos, orbita en torno al centro de masa de la galaxia a la cual pertenece (la Vía 
Láctea). Sin embargo, la aceleración orbital del Sol es 150 millones de veces más 
pequeña que la de la Tierra, por lo cual su semejanza a un sistema inercial es mucho 
más grande aún. 

Dado que en el universo (tal como actualmente lo sabemos) todo se encuentra en 
movimiento y éste nunca es rectilíneo, estrictamente hablando debería aceptarse que 
no existe ningún punto que pueda tomarse como centro de referencia inercial. No 
obstante, las aproximaciones discutidas hacen posible el planteo de las leyes de 
Newton. De otro modo, éstas, pueden corregirse para plantearse respecto a sistemas 
de referencia no inerciales. 

 

13) Los conceptos de masa y cantidad de movimiento lineal: 

Masa (m) es el número mayor que cero asignado a un objeto por comparación con un 
elemento u objeto patrón a través de una balanza (ver Tema 1). Este número cuantifica, 
con relación a la masa patrón, la resistencia de un cuerpo al cambio de su movimiento. 

La cantidad de movimiento lineal (�̄�) de un objeto es un concepto fundamental en Física 
ya que vincula dos elementos que caracterizan el estado dinámico de una partícula: “su 
masa y su velocidad”. Esta magnitud es un vector que posee la misma dirección y 
sentido que la velocidad. Si existen interacciones de un objeto con otro u otros objetos, 
su cantidad de movimiento lineal cambia.  

�̄� = 𝑚�̄� 

 

14) Las leyes de Newton del movimiento: 

Las leyes de los movimientos que luego se presentan, son generalizaciones que surgen 
de un cuidadoso análisis de los movimientos que observamos a nuestro alrededor. Tales 
leyes fueron establecidas formalmente por Sir Isaac Newton, pero anteriormente 
sugeridas de distinta manera por Galileo Galilei. Son válidas para una partícula (objeto 
del cual no importa su forma y tamaño) en traslación o un sistema de partículas que -
como se ha dicho- se mueven a velocidades pequeñas comparadas con la velocidad de 
la luz. 

Primera ley: 

Una partícula libre es aquella sobre la que no existen interacciones. Estrictamente 
hablando no existe tal cosa porque toda partícula está sujeta a interacciones con las 
demás partículas del universo. Por ello, en la práctica se habla más bien de una 
“interacción neta nula” (equilibrio de fuerzas actuantes sobre un cuerpo) para definir a 
una partícula como libre; incluso aproximadamente, al despreciar interacciones que en 
orden de magnitud son irrelevantes. Por ejemplo, la atracción gravitacional de Júpiter o 
Saturno sobre un cuerpo en la Tierra o el rozamiento con el aire debido al movimiento 
de un cuerpo a baja velocidad. En estas circunstancias puede enunciarse la primera ley 
de Newton: 

“Una partícula libre se mueve con cantidad de movimiento lineal constante con relación 
a un sistema de referencia inercial”.  

∑ �̅�𝑖

𝑛

1

= 0 ⟹ �̄� = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 
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Segunda ley: 

 “La tasa de cambio de la cantidad de movimiento lineal de una partícula con respecto 
al tiempo, en un sistema inercial, es igual a la interacción neta (fuerza neta) que actúa 
sobre ella”  

�̄� =
𝑑�̅�

𝑑𝑡
,      

�̄� = 𝑚�̄�, si m es constante, siendo �̄� la aceleración. 

Tercera ley:  

“Cuando dos partículas interactúan, la fuerza sobre la primera ejercida por la segunda, 
es igual y opuesta a la fuerza sobre la segunda ejercida por la primera”  

�̄�12 = −�̄�21 

Puede esto decirse de otro modo en términos de la cantidad de movimiento lineal del 
sistema aislado formado por las dos partículas. Esto es: las partículas 1 y 2 sólo actúan 
por la acción de la otra y ambas en conjunto no reciben acciones (fuerzas) por fuera del 
espacio que ocupan. Luego, la cantidad de movimiento lineal del conjunto será: 

�̅� = �̄�1 + �̄�2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

𝑑�̅�

𝑑𝑡
=  

𝑑𝑝1̅̅ ̅

𝑑𝑡
+

𝑑𝑝2̅̅ ̅

𝑑𝑡
= 0 

𝑑𝑝1̅̅ ̅

𝑑𝑡
=  − 

𝑑𝑝2̅̅ ̅

𝑑𝑡
 →  �̄�12 = −�̄�21 

La ley de newton de la gravitación universal: 

Newton se dio cuenta que la fuerza que acelera los objetos hacia la Tierra y la fuerza 
que mantiene en su órbita a la Luna es la misma y la denominó “fuerza gravitatoria”. La 
razón entre la aceleración de la gravedad en la superficie de la Tierra y la aceleración 
centrípeta que experimenta la Luna, suministró una clave para descubrir la forma en que 
dependía la fuerza de gravedad respecto a la distancia que separa los cuerpos 
interactuantes (r). Las leyes de Newton, asimismo, proporcionaron la información 
necesaria para establecer la dependencia de esta fuerza respecto de las masas de los 
cuerpos (M y m). 

𝐹 = 𝐺
𝑀𝑚

𝑟2
 

G es la constante universal de la gravitación cuyo valor fue obtenido casi 100 años 

después de la muerte de Newton, por Henry Cavendish. 

Una vez establecida como ley, la teoría de gravitación universal propuesta por Newton   
-entre otras cosas por la obtención teórica de las leyes empíricas de Kepler- se despejó 
el entendimiento de la Mecánica celeste que impulsó la carrera espacial y la conquista 
del espacio en la segunda mitad del siglo XX.  

Para finalizar este ítem, puede decirse que: 

“La Mecánica de Newton, es el pilar sobre el que se construye el gran desarrollo 
tecnológico que la humanidad ha experimentado desde el siglo XVII hasta nuestros 
días”. 
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15) Partes de la Física: 

Cronológicamente hablando y en una lista general de temas, a la Física, que ha ido 
evolucionando en el conocimiento de las leyes universales, la podemos dividir en las 
siguientes partes: 

 

❑ Mecánica Clásica: desde el 1700 

❑ Electricidad y Magnetismo: desde el 1800 

❑ Electromagnetismo: desde finales de 1800 

❑ Termodinámica: desde finales del 1800 

❑ Relatividad: desde el 1900 

❑ Mecánica Cuántica: desde 1920 

 

Como se ha dicho, todas las partes están vigentes, cada una en su ámbito de 
descripción y para fenómenos en los que sean válidos los paradigmas sobre los que se 
sustentan. 

 

16) ¿En qué deriva la Física? 

El conocimiento creciente motoriza en la humanidad nuevas habilidades, destrezas y 
procedimientos para crear a partir de la naturaleza. Es decir, hacer a partir de la 
naturaleza lo que ella por sí sola no hace; esto es: la tecnología. La tecnología es, en 
general, saber hacer. Más conocimiento deriva siempre en más saber hacer. 

 

17)  Ingeniería: 

Al comienzo de los estudios universitarios para ser ingeniero, cualquiera sea la 
especialidad, surge la pregunta, por cierto, muy válida: 

¿Por qué es importante estudiar Física en Ingeniería? 

Porque un ingeniero es, en sentido amplio, un físico aplicado. Por ello y en una 
secuencia de aprendizajes que optimiza los tiempos, estudiamos Matemática para 
estudiar Física, y luego estudiamos Física para aplicarla. 

Un ingeniero no es un matemático y tampoco es un físico, es un ingenioso al que le 
importa el “para qué” del conocimiento. 

Como cierre de esta Unidad cero, podemos decir, con total seguridad, que: 

 

La Física es la esencia de la Ingeniería 
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