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Este libro presenta una teoria introductoria de Mecanica de los Fluidos
para un curso de ingenieria, utilizando funciones de campo vy
representacion tensorial de magnitudes. En el Capitulo 1 se establece
la hipdtesis de los medios continuos y se definen los parametros
caracteristicos de los fluidos; en el Capitulo 2 se aborda la notacion y
el algebra indicial para la manipulacién de las expresiones
matematicas; en el Capitulo 3 se trata la cinematica de los flujos y el
concepto de derivada material; en el Capitulo 4 se analiza el campo
de tensiones en un punto de un medio continuo; en el Capitulo 5 se
estudia la hidrostatica; en el Capitulo 6 se presenta el teorema del
transporte y los balances macroscopico y microscopico de masa; en el
Capitulo 7 se desarrolla el balance macroscopico de cantidad de
movimiento y en el Capitulo 8 se lo obtiene en forma microscopica
llegando a las ecuaciones de Navier-Stokes; en el Capitulo 9 se
presenta el balance macroscdpico de energia mecanica; en el Capitulo
10 se aborda el analisis dimensional y las condiciones de semejanza y
similitud para, en el Capitulo 11, presentar el calculo de la pérdida de
carga; en el Capitulo 12 se discuten las razones fisicas de la
impulsion en bombas centrifugas y cuestiones basicas de importancia
en el disefo y operacion de instalaciones de conduccion de fluidos.
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usar el libro con fines académicos, cientificos y/o profesionales. Sirva esta obra
como una humilde contribucién al sistema universitario publico argentino al cual
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Prologo de la primera edicion

Como en toda vertiente de la Fisica, ensenar y aprender Mecanica de los Fluidos
es una tarea ardua y ciertamente compleja. Los fundamentos teoéricos, la necesi-
dad de evidencia experimental y las aplicaciones a lo que ello da lugar a través
de la ingenieria se presentan de un modo imbricado. A la hora de la ensefianza,
los profesores deseamos satisfacer a los estudiantes en estos tres aspectos
claves para que el aprendizaje sea el dptimo.

Este texto ofrece una teoria introductoria de Mecédnica de los Fluidos siguiendo
una construccidn cuya estructura ha sido probada con muy buenos resultados
durante varios afios en dos cursos de carreras de ingenieria. Los capitulos dan
cuenta de mis clases en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de
Entre Rios (FI-UNER) para la carrera de Bioingenieria y la Facultad Regional
Santa Fe de la Universidad Tecnoldgica Nacional (FRSF-UTN) para la carrera de
Ingenieria Industrial. Por ello, los ejemplos tendientes a aplicaciones ingenieriles
refieren a una especialidad u a otra. En algunos temas he aprovechado la opor-
tunidad para presentar y algunas veces inferir, cuestiones basicas relacionadas
con la Mecanica del Sdélido.

El texto no intenta reemplazar los libros clasicos de Mecéanica de los Fluidos. Mas
aun, aqui se tributa a ellos porque han sido tomados como referencias. El obje-
tivo entonces, ha sido elaborar un texto que refleje mi modalidad de dictado de
los temas que, siguiendo a grandes autores de la tematica, se basa en el desa-
rrollo de formulaciones macroscopicas y microscopicas generales aplicables a la
mayoria de los problemas. Luego, éstas se aplican a situaciones en que el
modelo resultante pueda resolverse analiticamente.

Quiero agradecer a las dos instituciones mencionadas por la distincién que me
confieren al permitirme ensefiar en sus aulas, introduciendo cada afio a nuevos
alumnos en el mundo de la Mecanica de los Fluidos.

Agradezco también a los docentes de mis catedras con quienes comparto muy
buenos momentos al ensefar, investigar y por supuesto aprender en este campo
de la Fisica y la Tecnologia: Mag. Marcelo E. Berli (FI-UNER y FRSF-UTN), Ing.
Agustin Brondino (FRSF-UTN) cuya colaboracién fue imprescindible para la edi-
cion del texto, Dr. Diego M. Campana (FI-UNER) y Dr. Sebastian Ubal (FI-UNER).
Finalmente, deseo que este libro sea de ayuda para aquellos que lo utilicen en el
camino del aprendizaje de la Mecanica de los Fluidos.

J. D. P., marzo de 2013
Jjdipaolo@bioingenieria.edu.ar
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CAPITULO
Caracteristicas
Basicas de

los Fluidos

1.1 La Mecanica de los Fluidos

En los diferentes grados de aproximacion al estudio de las leyes que la Fisica
propone como modelo de la naturaleza, la Mecanica ocupa el primer lugar en los
procesos de ensefianza y aprendizaje, primer lugar que no solo responde a la
cronologia del desarrollo conceptual de la disciplina, sino que es la base sobre la
que se edificod la Fisica toda. Es asi que se comienza estudiando los cuerpos sin
forma ni tamano, es decir la “particula”. Primero los movimientos con indepen-
dencia de las interacciones en la denominada Cinematica, y luego, la relacién que
tienen las interacciones de un cuerpo con otros (fuerzas) en situaciones de
equilibrio o en los cambios de sus condiciones de movimiento. Estos conceptos y
leyes dan lugar a lo que se denomina Dinamica.

Una vez que la hipotesis de particula ya no es capaz de responder a situaciones
cinematicas o dinamicas particulares, donde la forma y el tamafio tienen impor-
tancia y deben ser consideradas, como por ejemplo el simple caso de la rotacion
de un cuerpo alrededor de un eje fijo, los modelos matematicos de las leyes
naturales asumen dichas caracteristicas, pero asumiendo los cuerpos como
rigidos. Es decir: la posicion relativa de las particulas respecto a las otras no
cambia por la accion de las cargas aplicadas (fuerzas y momentos). Esta ideali-
zacion puede ser valida en dos situaciones: para cuerpos extremadamente
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rigidos o para cuerpos actuados por cargas mucho menores que aquellas que los
deformarian apreciablemente.

Del mismo modo, la hipétesis de cuerpo rigido no es utilizable en los casos donde
los cuerpos sufren deformaciones y éstas deben ser tenidas en cuenta. Por
ejemplo: las piezas de un mecanismo que transmite fuerzas y movimientos
deben dimensionarse de modo que sus deformaciones hagan posible la funciona-
lidad de dicho mecanismo, de lo contrario las grandes deformaciones podrian
producir la inutilidad del mismo o bien la rotura de la pieza. Otro caso especial,
que sera el que nos ocupe, es el de los fluidos: gases y liquidos. Estos son
cuerpos que se deforman permanentemente ante la accién de fuerzas de corte o
tangenciales adquiriendo la habilidad de fluir y por lo tanto la de ser transporta-
dos a través de conductos y utilizados con diversos fines. El entendimiento de las
leyes que gobiernan el movimiento de fluidos y su interaccidon con las paredes
que los confinan es esencial para el analisis y disefio de cualquier sistema en
donde un fluido es el elemento de trabajo.

El campo de estudio de los cuerpos soélidos deformables es la denominada
Mecdnica del Sdlido y el otro, la llamada Mecanica de los Fluidos que es la deno-
minacién actual de una ciencia en realidad antigua en su origen y en sus realiza-
ciones. Ambas se unifican en la Mecanica de Materiales que se edifica sobre un
modo simplificado de entender la naturaleza constitutiva de la materia, esto es:
la Hipdtesis de los Medios Continuos.

Los principios de la Mecéanica de los Fluidos se utilizan ampliamente en la inge-
nieria para el disefio de la forma 6ptima de aviones, barcos, automadviles y hasta
los trenes de alta velocidad. Asimismo, en el disefio de turbomaquinaria como
bombas (inclusive las de asistencia cardiaca), turbinas y hélices de todo tipo. En
este Ultimo caso y en el de grandes estructuras, es usual el uso de modelos a
escala para determinar las fuerzas interactivas fluido-estructura a los fines de un
correcto dimensionamiento de las mismas. Son también ejemplos de utilizacién
obligada de los fundamentos de la Mecanica de los Fluidos, el calculo de sistemas
de acondicionamiento de aire y todas aquellas instalaciones que presenten flujo
de fluidos por conductos como las instalaciones hidraulicas o neumaticas, sin
dejar de mencionar los contactos lubricados entre elementos de maquinas, lo
cual es toda una subdrea dentro de esta ciencia.

Desde un punto de vista mas cientifico, los principios de la Mecanica de los
Fluidos y sus leyes constitutivas para diversos tipos de fluidos, pueden ayudar a
entender complejos mecanismos que la naturaleza ha creado en los multiples
tipos de organismos de los seres vivos. Estos estan, en general, constituidos por
agua que forma diversas estructuras y la base de otros fluidos como por ejemplo
la sangre. Los seres humanos somos un 71% en promedio de agua y, a lo largo
de nuestras vidas habremos bebido, también en promedio, unos 55.000 litros de
agua. Las plantas pueden transportar los nutrientes desde la raiz a las hojas mas
extremas de su follaje gracias a la tension superficial, que hace posible que el
agua se eleve contra la gravedad por el entramado de tubos de muy pequefio
diametro presentes en los troncos y tallos. En aquellas de gran altura se suma un
gradiente de presion entre la raiz y las hojas creado por el vacio relativo que
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genera la evaporacion de agua. Las plantas de gran porte pueden evaporar hasta
40 litros de agua al dia para refrigerarse.

Respecto a la evolucion histérica de la Mecanica de los Fluidos puede decirse que
hasta el siglo XVI el conocimiento puramente empirico posibilité a la humanidad
desarrollar grandes obras como los acueductos, los sistemas de riego y eficientes
naves para surcar los mares con fines comerciales o bélicos. A partir del siglo XVI
y hasta el siglo XIX se desarrollaron lentamente los principios tedricos basicos
del movimiento de fluidos; en el campo experimental también hubo aportes, fun-
damentalmente en el siglo XIX. La Mecanica de los Fluidos moderna aparece a
principios del siglo XX como un esfuerzo por unir los avances tedricos y los ex-
perimentales. Esta es una ciencia analitico-experimental relativamente joven en
la cual se estan haciendo importantes aportes que se proponen al mundo
cientifico a través de publicaciones especializadas en el ambito de la Fisica y la
Ingenieria; todo ello gracias a las enormes capacidades experimentales y
computacionales, que han hecho que problemas que eran dejados de lado por su
complejidad, actualmente se estén investigando.

1.2 Hipédtesis de los medios continuos

Antes de establecer nuestra hipdtesis fundamental, haremos algunas
definiciones:

1) Materia es cualquier tipo de entidad fisica (cuerpo) que es parte del universo
observable (ocupa un lugar que puede variar con el tiempo), posee masa y
energias asociadas, es capaz de interaccionar y ser susceptible a mediciones
de acuerdo a patrones de medidas.

2) Sustancia pura es aquella que no se puede descomponer en otras mediante
procedimientos fisicos (como calentamiento o un campo magnético). Es
posible que la sustancia pura se descomponga mediante procesos quimicos.
Si ello es posible, se dice que la sustancia es compuesta; en caso contrario,
se dice que es una sustancia simple. Se llama mezcla al resultado de la
combinacién de varias sustancias puras, y es posible la separacion de éstas
mediante procedimientos fisicos (destilacién, evaporacion, suspensidén vy
filtracidon) y mecanicos (decantacién e imantacion).

3) Molécula es un conjunto de al menos dos atomos enlazados covalentemente
que forman un sistema estable y eléctricamente neutro.

4) Atomo es la unidad de materia mas pequefia de un elemento quimico que
mantiene su identidad o sus propiedades y que no es posible dividir me-
diante procesos quimicos. Estd compuesto por un nucleo atémico en el que
se concentra casi toda su masa, rodeado por una nube de electrones. El
nucleo estd formado por protones, con carga positiva y neutrones, eléctrica-
mente neutros. Los electrones, cargados negativamente, permanecen ligados
al nucleo mediante la fuerza eléctrica.
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La materia estd formada por moléculas, en el caso de materiales sélidos puros
éstas estan ubicadas generalmente siguiendo un ordenamiento en cristales
mientras que en liquidos y gases poseen un movimiento erratico. El espacia-
miento entre las moléculas es mucho mas grande que el tamano de ellas por lo
cual la materia es fundamentalmente hueca. No obstante, es un hecho experi-
mental que, en espacios macroscépicos, la materia interactia en términos
promedios; asi, por ejemplo, la presidon de un gas en un recipiente es la fuerza
promediada en la superficie debida a los choques de las moléculas sobre ella.
Mas aun, ciertos fendmenos (afortunadamente muchos) pueden explicarse sin
ninguna referencia a la estructura molecular de los materiales, por ejemplo: la
deformacion de un metal frente a cargas o el caudal que sale por una canilla en
nuestras cocinas.
Surge asi la Hipdtesis de los Medios Continuos, una hipétesis de fundamental im-
portancia en la Mecanica de Materiales sobre la que se sustenta el modelo
matematico que poco a poco iremos desarrollando en este libro. Esta hipotesis
postula que la materia (en cualquier estado) es continua en el espacio que
ocupa, de modo que si imaginamos sucesivas divisiones de dicho espacio la
materia sigue conservando intactas todas sus propiedades. Es decir, cada
pequefia porcion de espacio se considera una particula rodeada por otras parti-
culas en contacto, por lo cual cualquier propiedad de la materia puede
representarse por una funcion de las coordenadas y el tiempo, es decir, como
funciones de campo. La hipdtesis de los medios continuos es muy importante
porque permite edificar un modelo mecanico de los materiales sobre la base de
la matematica de las funciones continuas usufructuando la riqueza de los
métodos creados para operar con ellas. En el entorno molecular, en cambio,
cualquier fendmeno debe describirse sobre modelos fundados en razones
probabilisticas, en otras palabras: incertidumbres.
Hemos dicho que en espacios macroscopicos la materia interactla consigo
misma y con otros cuerpos en términos promedios, la pregunta es entonces:
écuan pequenos pueden ser los espacios macroscopicos para que sea aplicable la
hipotesis de los medios continuos? Para responder a esa pregunta imaginemos
un trozo de material que subdividimos una y otra vez, hallando cada vez el valor
de su densidad como sigue:
- AM M
P =Y
(1.1)
El proceso sera evidentemente mondtono ya que el cociente entre la masa y el
volumen de cada nuevo trozo mas pequeino sera del mismo valor que todos los
anteriores; hasta que nos encontremos en tamafios volumétricos en los cuales ya
puedan destacarse las moléculas y los inmensos espacios vacios entre ellas. A
partir de alli, en cada nueva particion sera erratica la cantidad de moléculas que
aparezcan con lo cual el limite del cociente que veniamos calculando dara valores
también erraticos.
La figura 1.1 muestra los resultados de esta experiencia que hemos imaginado
donde el volumen AV*, a partir del cual la densidad comienza a ser erratica, es
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muy pequefo ya que, si fuese un cubo, tendria como arista un segmento del
tamafo del camino libre medio molecular. Como un ejemplo, consideremos que
en 1 [mm?3] de aire hay del orden de 10!® moléculas y podriamos asegurar que
aun esa porcién es infinitamente divisible ya que en AV* es un espacio que reune
aproximadamente unas 100 moléculas. El espacio macroscopico al cual nos
referimos ya varias veces, puede ser tan pequeifio como de unos pocos nanéme-
tros en cada dimension.

Av* AV

Figura 1.1: Definicidon conceptual de los limites de la hipdtesis de los medios continuos.

Como en todas las cosas hay también excepciones y una de ellas es el flujo de
gases muy enrarecidos (como los de la alta atmdsfera) donde el camino libre
medio molecular es del orden del metro [m], dimensidon que viene a ser de un
orden muy cercano a las dimensiones de cualquier cuerpo que interactie con ese
gas. En este caso las ecuaciones elaboradas sobre la base de funciones
continuas, no serian aplicables.

En resumen, cuando el cociente entre el camino libre molecular y la longitud
caracteristica del sistema fisico es mucho menor a la unidad, el material en estu-
dio puede considerarse como un medio continuo. En caso contrario, si los efectos
debidos a la naturaleza molecular de la materia no pueden ser despreciados
deberan utilizarse otras herramientas analiticas (como la Mecanica Estadistica).
El esquema tedrico que veremos en este libro como cuerpo conceptual de la
Mecdnica de los Fluidos estard fundado por completo en la hipdtesis de los
medios continuos.

1.2.1 El concepto de particula en la hipotesis de los medios
continuos

Mientras que la particula de la Mecanica Clasica es discreta y contable, la parti-
cula de la Mecanica del Continuo es continua e incontable.

La particula de un medio continuo corresponde a un diferencial de masa (dM)
encerrado en un diferencial de volumen (dV), localizado por un vector posicién
r(t). En los alrededores de la particula y en contacto con ella, habra otras
particulas dando continuidad material al medio considerado. En r(t)+dr(t) habra
otra particula del mismo medio continuo, mientras r(t) no localice una frontera
limite de dicho medio a partir de la cual comience otro medio distinto. Dado que
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la masa dentro de cada diferencial de volumen ! puede ser distinta, adquiere
importancia la masa especifica o densidad (p(r,t)) para expresar la variabilidad
de la distribucion de masa en el espacio que ocupa el medio continuo
considerado.

En resumen, cuando hablemos del desplazamiento de una particula de un medio
continuo entenderemos el desplazamiento de un elemento de volumen que
contiene muchas

moléculas, aunque sea considerado como un punto.

1.3 La Mecanica de Materiales o Mecanica de los Medios Continuos

Una vez aceptada la hipdtesis de los medios continuos puede establecerse toda
una disciplina, cuya misién es la de estudiar la respuesta de los materiales a
diferentes estados de carga. Su objeto de estudio puede dividirse en dos: 1) el
establecimiento de los principios generales a todos los medios continuos y, 2) la
elaboracién de las ecuaciones constitutivas que vinculan las deformaciones y las
fuerzas internas que solicitan un material.

Los principios generales son las leyes de la Fisica formuladas para un medio
deformable, para la Mecanica estas son: la conservacion de masa, el principio del
momento lineal o segunda ley de Newton, el principio del momento angular o
segunda ley de Newton para las rotaciones, el primer y el segundo principio de la
Termodinamica. Estos pueden expresarse en términos integrales o macroscopi-
cos sobre un volumen finito de materia continua, o en forma diferencial sobre
una particula del medio considerado. Las formulaciones integrales nos dan infor-
macién promediada en el espacio de analisis (volumen de control) o sobre las
areas que lo rodean, mientras que las formulaciones diferenciales nos dan
informacién punto a punto en el dominio de flujo. Dicho de otra manera, las
formulaciones integrales dan cantidades como resultado mientras que las
formulaciones diferenciales dan como resultado funciones.

La definicion de las ecuaciones (también llamadas leyes) constitutivas que
modelan el comportamiento de la materia en su interaccion mecanica, conlleva
siempre la idealizacién de los materiales reales. La ley constitutiva de los sélidos
elasticos lineales (modelo vélido para el acero y los metales en general), por
ejemplo, se funda en que las deformaciones desaparecen cuando cesa la carga y
que las mismas son proporcionales a las cargas actuantes. Asimismo, la ley
constitutiva de los fluidos viscosos mas sencillos desde el punto de vista dina-
mico (agua, aire y muchos hidrocarburos entre otros) -los llamados newtonianos-
relaciona linealmente las fuerzas tangenciales por unidad de &rea con la
velocidad de deformacion.

Naturalmente, hay muchos tipos de materiales y por lo tanto muchas leyes o
ecuaciones constitutivas, aunque las dos citadas son de gran aplicacién en la
mayoria de los problemas: porque los describen adecuadamente o son un primer
nivel de aproximacién. Las leyes constitutivas para un material pueden variar de

1 Todos los diferenciales de volumen son idénticos y se los considera intrinsecamente positivos.

6



1.4 DEFINICION DE FLUIDO Y SOLIDO

acuerdo al nivel de cargas, por ejemplo, en los sélidos, frecuentemente hay
rangos elasticos y rangos plasticos, donde las deformaciones son grandes y per-
manentes una vez que cesa la carga.

El requisito mas importante para las formulaciones, tanto de los principios basi-
cos como de las ecuaciones constitutivas es la invariabilidad con los sistemas
coordenados. Esto se logra expresando las magnitudes fisicas intervinientes a
través de los entes matematicos creados para ello: /os tensores, cuyo estudio
sera la tarea de la cual nos ocuparemos en el préximo capitulo.

1.4 Definicion de fluido y sdlido desde un punto de vista mecanico

Supongamos la experiencia a la que refiere la figura 1.2. Esto es, una delgada
capa de material sélido de altura h firmemente unida a la superficie inferior y a la
cual se le aplica una fuerza tangente a la superficie superior de area A. Luego de
aplicar la carga y para todo tiempo, el sdlido se deformara angularmente ()
alcanzando una configuracion de equilibrio como indica la figura 1.2-a. Si la
carga es removida, el sélido recuperara su forma original mientras no se hayan
superado los limites de resistencia elastica.

F A
Rty Resty) ——> /
y ”f ’I/
,—71 ’f h
Qo)
a) Selido

Placa sélida

F de area A
P(to) P(Tq) P(tz) P(t3) —> /' >V

h

b) Liquido

Figura 1.2: Diferenciacion de los materiales sélidos y fluidos desde un punto de vista mecanico.
a) material sélido, b) material fluido.

Si la experiencia se repite sobre una capa del mismo espesor, pero de liquido, la
fuerza tangencial de intensidad F debera aplicarse a través de una superficie
sélida. Una vez hecho esto se observara que la superficie sélida se movera a una
velocidad de mdédulo V en la direcciéon de la fuerza, arrastrando al fluido adherido
a ella mientras que las particulas en contacto con la superficie inferior seguiran
en reposo por la misma razon: /a condicién de adherencia o no deslizamiento a la
gue nos referiremos nuevamente mas adelante. Un punto como el P ocupara
distintas posiciones con lo cual el fluido deberd deformarse continuamente
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mientras la carga tangencial esté actuando sobre él. Esta deformacién angular
continua (y) ante esfuerzos tangenciales es lo que le da a un fluido la
caracteristica denominada fluidez y por la cual puede ser transportado y a su vez
transportar sus propiedades fisicas, todo ello sera motivo de estudio en préximos
capitulos.

Una gran cantidad de fluidos, entre ellos los que llamaremos luego newtonianos,
se deforman continuamente cuando se les aplica un esfuerzo de corte (o tangen-
cial), sin importar cuan pequefio sea este esfuerzo. Esta es la razén por la cual
los fluidos como el agua no tienen forma y toman aquella de los recipientes que
lo contienen. Como se demostrard en el capitulo 4, las fuerzas tangenciales
(tensiones tangenciales, en rigor) que surgen por el peso propio de los liquidos,
impulsan su deslizamiento hasta llenar todo el espacio disponible limitado por las
paredes de los recipientes.

El comportamiento mecanico que hemos discutido a partir de un liquido, también
es propio de los gases, con lo cual la palabra fluidos involucra en términos practi-
cos a los liquidos y a los gases. La diferencia entre estos dos géneros de fluidos
es la cohesion interna material (fuerzas intermoleculares) que hace que un
liguido no cambie su volumen respecto a cambios de presidn y si lo haga un gas
donde dichas fuerzas son de muy pequefo valor respecto a la existente en
liguidos. Recordemos aquel concepto cualitativo de la escuela primaria que hacia
entendible este hecho mecanico natural de los fluidos: “los liquidos tienen
tamafo y no poseen forma, los gases no tienen ni tamafio ni forma”.

1.5 Parametros materiales de los fluidos

Los parametros materiales (llamados frecuentemente propiedades) son funciones
0 constantes que caracterizan y a la vez diferencian un material de otros del
mismo tipo. En este libro introductorio definiremos los tres que habremos de
usar a lo largo del mismo: dos parametros absolutos y uno relativo al tipo de
contacto con otros fluidos.

1.5.1 Densidad (p)

Ha sido definida en el item 1.2 como la relacidn entre la masa y el volumen que
ésta ocupa. Se representa por una funcion escalar ya que no se requiere indicar
direccionalidad alguna. Su unidad en el Sistema Internacional es el kilogramo por
metro cubico [kg/m?3].

Para los liquidos, la densidad de referencia habitual es la del agua liquida pura a
la presion ambiental normal y a la temperatura de 4°C. En esas condiciones, la
densidad absoluta del agua destilada es de 103 [kg/m?3], es decir, 1 [kg/I]
(I — litro). Para los gases, la densidad de referencia habitual es la del aire en
condiciones ambientales normales (101,3 [kPa] de presién, a 17 °C y al nivel del
mar) cuyo valor es de 1,225 [kg/m?3].

En general la densidad puede ser funcion de las coordenadas y el tiempo, es
decir ser una funcién de campo. A veces esta funcionalidad estd implicita si a la
densidad se la coloca como funcion de la temperatura o presion. En el caso de
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los gases, la densidad es fuertemente dependiente de la presion y un caso parti-
cular es el del aire cuya densidad es muy variable con la altura debido al
descenso de la presion atmosférica en las capas cada vez mas enrarecidas de la
atmésfera. Cuando tratamos con liquidos, la densidad es practicamente
constante, aunque puede variar con la temperatura y a muy altas presiones (por
ejemplo, el agua en las profundidades de los océanos posee una densidad hasta
un 20% superior que al nivel del mar). En la mayoria de nuestros problemas los
sistemas seran isotérmicos y las condiciones de flujo no haran perceptible el
cambio en la densidad.

Los flujos muy rapidos son compresibles y prueba de ello son las ondas de
choque que se oponen al movimiento de cuerpos en el seno de fluidos. No
obstante, esta caracteristica debido al movimiento comienza a manifestarse a
partir de velocidades cercanas a un tercio de la velocidad del sonido en dicho
medio. En el aire a 20 °C y al nivel del mar, la velocidad del sonido es
aproximadamente 340 [m/s], con lo cual los flujos de aire con velocidades hasta
de 100 [m/s] pueden ser considerados como flujos incompresibles. Con mas
razon los flujos de liquidos donde la velocidad del sonido es del orden de 103
[m/s] (en agua a 20 °C la velocidad del sonido es de 1,498x103 [m/s]).

1.5.2 Viscosidad (u)

Si recuperamos la experiencia tratada en el item 1.4 y representada en la figura
1.2-b, puede verse que, para un mismo fluido, si se aumenta la magnitud de la
fuerza tangencial, la velocidad de equilibrio de la placa superior serd cada vez
mayor. Si a su vez se grafica la relacién F/A respecto a la relacion V/h para los
distintos valores de la fuerza y la velocidad resultante, la linea que surja de la
union de los diferentes puntos sera una recta que pasa por el origen si el fluido
es agua u otro fluido de caracteristicas similares, como muestra la figura 1.3.

La razon de la seleccién de las coordenadas V/h y F/A radica en la necesidad de
normalizacién de la experiencia. Asi, un punto de dicha grafica es el mismo para
distintas experiencias realizadas con el mismo fluido donde las relaciones V/h vy
F/A poseen el mismo valor, independientemente del valor aislado de F, A, Vy h.
Las relaciones constitutivas -en este caso para un fluido- expresadas entre varia-
bles especificas (fuerza por unidad de area y cambios de velocidad con relacién a
las coordenadas) permiten su aplicacion en todos los casos similares al estu-
diado.

Si el experimento es repetido cambiando el fluido, la recta que se obtendra sera
del mismo tipo, pero de distinta pendiente. Este resultado puramente experi-
mental refleja el hecho de que la pendiente de la recta es un elemento distintivo
y caracterizador de como un fluido se resiste a los esfuerzos tangenciales 2. Esta
resistencia se evidencia en cuanto se acelerara y cual sera su velocidad final para

2 De un modo mas general, debe notarse que la viscosidad también actlia como resistencia a las tensiones de
traccion que sufre un fluido, fendmeno que se manifiesta en deformaciones lineales en canales de seccion
variable. Como se vera en el Capitulo 8, para fluidos newtonianos la constante de proporcionalidad entre las
deformaciones lineales y las tensiones de traccion es el doble de la viscosidad. Asimismo, vale notar que estas
tensiones normales de origen viscoso son mucho mas pequefias que las tangenciales y suelen despreciarse en
algunos analisis.
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un determinado esfuerzo cortante. Para el caso en estudio, una misma fuerza
actuando sobre el area A, impulsara mas rapido a la placa sobre agua que -por
ejemplo- sobre miel. Por lo tanto, la pendiente de la recta que venimos discu-
tiendo es un “parametro material”, intrinsecamente positivo, al que llamamos
viscosidad y al que simbolizaremos con la letra griega x. Dado que la viscosidad
se define a partir de fluido en movimiento, en condiciones estaticas de reposo
ésta no se manifiesta. Independientemente de la continuidad material que hemos
postulado, como fendmeno caracteristico del flujo, los efectos viscosos deben
explicarse por el movimiento y colisiones moleculares de la sustancia fluida.

F
/ A _ \E?%
S
'y &
D
tanf; = yy
(7
tan b, = up > py
6

Vv
/h
Figura 1.3: Comportamiento lineal de la relacién entre las tensiones de corte y el gradiente de
velocidad en un experimento de flujo unidimensional con fluido newtoniano.

De la misma grafica de la figura 1.3 se desprende que la unidad de medida de la
viscosidad en el Sistema Internacional es el [Pa s] o [kg m™! s'!]. Otra unidad de
uso ingenieril es el Poise = 1 [P] = 107! [Pa s]. La viscosidad de los liquidos varia
en un rango que va del orden de 1073 [Pa s] a 100 [Pa s] y disminuye fuerte-
mente con la temperatura, mientras que en los gases las viscosidades van desde
aproximadamente 107° [Pa s] hasta 107* [Pa s], incrementadndose a medida que
aumenta la temperatura.

Si al cociente V/h lo llamamos tasa de deformacién y a la relacidén F/A la llama-
mos esfuerzo cortante (7), la relacidon entre ambas, lineal o no lineal, permitira
dividir los fluidos en dos categorias: 1) Fluidos newtonianos y 2) Fluidos no
newtonianos.

Un hecho casual:
El metal por excelencia en la construccion es el acero, el cual a la temperatura
de colada (vaciado) -entre 1,5x103 y 1,6x103 °C- posee una viscosidad que es
practicamente la del agua en condiciones ambientales. Este hecho -casual-
permite el estudio del flujo del acero colado en canales, a través de modelos
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experimentales a escala que utilizan agua. Los fundamentos del uso de modelos
a escala se veran en el capitulo 10.

1.5.2.1 Fluido newtoniano

Es un fluido cuya viscosidad puede considerarse constante respecto a la tasa de
deformacion y el tiempo. La relacién entre el esfuerzo versus su tasa de
deformacion es lineal y pasa por el origen como lo muestra la figura 1.3. Muchos
fluidos se comportan como newtonianos en condiciones normales de presion y
temperatura como por ejemplo el aire y el agua. Otros fluidos como ciertos
hidrocarburos destilados y liquidos de base acuosa también son newtonianos. La
dependencia de la viscosidad respecto a la temperatura y presidn no altera en
general la caracteristica newtoniana.

Se ha dicho que un fluido se deforma angularmente ante los esfuerzos de corte.
La velocidad de deformacion angular o tasa de corte, si bien ha sido definida en
el item anterior, puede determinarse planteando la variacién temporal del angulo
y de la figura 1.2-b:

AT Ay—l' vat 1 Vv

V=486 ac = 486 Th At h
(1.2)
Es decir que el gradiente de velocidad del flujo es quien mide la velocidad de
deformacion angular del fluido. Genéricamente, para cualquier flujo unidimensio-

nal de un fluido newtoniano, se cumple la siguiente la relacién:

(1.3)

1.5.2.2 Medida de Ila viscosidad de un fluido newtoniano

Se ha dicho que la viscosidad es un parametro material que se hace evidente en
condiciones de flujo, por lo cual su medida debe surgir de un flujo conocido,
controlado y predecible. La medida de la viscosidad es en si indirecta, dado que
su valor surge de la medida de alguna variable con la cual ella se relaciona
directamente. Los aparatos destinados a tal fin se denominan viscosimetros, por
ejemplo, el de la figura 1.4, formado por dos cilindros concéntricos de largo L en
movimiento relativo. El flujo inducido en el estrecho canal que separa ambos
cilindros, debido al giro del cilindro externo, requerird en condiciones estaciona-
rias un torque para mantener constante la velocidad de rotacion. Dicho torque
puede conocerse a través de la potencia entregada al viscosimetro y la velocidad
de giro.

En vistas de que el espesor del canal es mucho mas pequeiio que el radio de los
cilindros, podemos despreciar la curvatura del canal y aproximar la velocidad de
deformacion que experimenta el fluido al valor que tendria entre dos placas
paralelas que se moviesen con la misma velocidad relativa:
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w R, w R,

(1.4)

Re

Figura 1.4: Esquema de un viscosimetro de cilindros concéntricos.

Luego, el torque necesario para mantener el movimiento sera el que produzcan
las tensiones de corte actuando en el area interior del cilindro externo, respecto
al centro del dispositivo:

Re

h

P
2mR, LR, = —
(1.5)

De la medicion de la velocidad angular o, los parametros geométricos del
viscosimetro y la potencia P, surgirda indirectamente la viscosidad del fluido
como:

Ph

b S w? LR

(1.6)

Las unidades de u seran [Pa s] si P se mide en [W], las longitudes en [m] y la
velocidad angular en [s].

1.5.2.3 Fluidos no newtonianos

Son aquellos fluidos que presentan una relacién no lineal entre la tensién
tangencial y la velocidad de deformacion. Esta es la gran generalidad de los
fluidos donde la variedad de comportamientos mecanicos es muy grande y es
objeto de estudio de la disciplina llamada “Reologia”. Desde ella se aborda el
estudio experimental de la respuesta mecanica de los fluidos (basicamente con
un aparato llamado redmetro) para luego proponer expresiones matematicas que
modelen el fendmeno. Tales expresiones se denominan leyes o ecuaciones
constitutivas y sirven a la Mecanica de los Fluidos como insumo para modelar y a
través de ello predecir el flujo de un fluido con estas caracteristicas.

Hay ejemplos de fluidos no newtonianos que se presentan en nuestra vida coti-
diana, entre ellos pueden mencionarse las pinturas sintéticas, que se adelgazan
deslizandose cuando se aplican con un pincel. Otro ejemplo es la pasta dentifrica
gue no sale del tubo a menos que se supere un valor de tensién umbral para que
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comience a deslizar, hasta alli se comporta como un sélido para luego comenzar
a fluir.

El comportamiento no lineal entre tensién tangencial y velocidad de deformacion
puede incluso ser dependiente del tiempo. Entre los que no presentan esta parti-
cularidad podemos hablar genéricamente de tres clases cuyas curvas represen-
tativas se ven en la figura 1.5.

Dilatantes: son aquellos que se vuelven mas resistentes al movimiento
conforme se incrementa la velocidad de deformacién. Se vuelven mas y mas
viscosos como aquellos preparados culinarios que al batirlos se espesan haciendo
cada vez mas dificil la operacién (por ejemplo, la crema Chantilly).

Pseudoplasticos: son aquellos que se vuelven menos resistentes al movimiento
conforme se incrementa la velocidad de deformaciéon. Se vuelven menos visco-
sos. Algunos fluidos bioldgicos tales como el liquido sinovial (lubricante natural
de las articulaciones éseas) y la sangre son pseudoplasticos. En el primer caso,
cuando la velocidad relativa entre las partes en contacto aumenta, la velocidad
de deformacion es mayor y por lo tanto la viscosidad resulta menor. Esto parece
un comportamiento natural inteligente porque cuando ocurre este hecho es
porque el ser estd moviéndose vertiginosamente por la inminencia de un ataque
hacia él o de él hacia otro animal. La sangre por su parte, se vuelve menos
viscosa cuando circula por grandes vasos de modo de beneficiar la circulacién y
el intercambio que ello lleva aparejado.

Un caso ingenieril:

Durante la construccién de un oleoducto en la provincia de Mendoza las tuberias
y bombas habian sido rigurosamente calculadas en sus dimensiones y potencias
respectivamente. Dada una falta de provision de las tuberias utilizadas vy
habiendo disponibilidad de tuberias de mayor diametro, los ingenieros decidieron
utilizarlas porque: “un mayor diametro de tuberia significaria una disminucion del
trabajo de bombeo”. Esto es cierto cuando el fluido es newtoniano porque la
viscosidad es invariable con la velocidad de deformacién. El problema fue que,
cuando el oleoducto comenzé a utilizarse, las bombas no podian impulsar los
caudales esperados incluso con mayor requerimiento de potencia. El fendmeno
se produjo porque el petrdleo es psedouplastico y al hacerlo circular por un tubo
de mayor didmetro disminuyd la velocidad de deformacién (porque disminuyd la
velocidad media y aumentdé el radio del tubo) y por lo tanto aumenté la viscosi-
dad y todas las pérdidas de energia asociadas a ello. Lo que originalmente pare-
cid beneficioso resultd luego en desventaja porque hubo que utilizar mayor
energia de bombeo.

Plasticos de Bingham: presentan una relacion lineal entre el esfuerzo cortante
y la velocidad de deformacién una vez que se ha superado un determinado valor
de esfuerzo cortante llamado tensidon umbral. Es el clasico comportamiento de la
pasta dentifrica aludido mas arriba.
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Un modelo matematico genérico para las caracteristicas no newtonianas de
pseudoplasticidad y dilatancia, es la llamada ley de potencia, que para un flujo
unidimensional se expresa de la siguiente forma:

B (dvx)"
T=m 2

(1.7)
donde m y n se denominan indice de consistencia e indice de comportamiento
del flujo respectivamente. Si n>1 el fluido es dilatante, si n<1 el fluido es
pseudoplastico y en el caso en que n=1, m=u y se recupera el modelo newto-
niano. Si la ecuacion (1.7) se expresa como:

dv,
dy

"1 dv, o dyy
dy =7 dy

e=m |

(1.8)

dvy |1

an=m se la denomina viscosidad aparente.

La viscosidad aparente en las curvas genéricas de la figura 1.5, puede definirse
de distintos modos. Uno es tomar como viscosidad aparente a la pendiente de las
curvas en un determinado punto de las mismas. Otro es tomar la pendiente de la
recta que une el origen y el punto en cuestién. Lo importante es ver que en los
fluidos dilatantes la viscosidad aparente crece y en los pseudoplasticos decrece.
En las referencias [13] y [14] Ud. encontrard un modelo del flujo de lubricacién
de una prétesis de rodilla donde el fluido se modela como pseudoplastico, con
parametros materiales correspondientes al fluido sinovial.

F/ At ginga”

Y

Figura 1.5: Curvas genéricas de la relacidon entre tension tangencial y velocidad de deformacién
independientes del tiempo, para fluidos no newtonianos.

Si, ademas, la viscosidad aparente depende del tiempo, el problema es aun mas
complejo, aunque podemos hablar de dos grandes grupos de fluidos: los “tixotré-
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picos” que reducen su viscosidad aparente con el tiempo y los “reopécticos” para
los cuales ocurre lo contrario. Estas variaciones ocurren aun a tensiones
cortantes constantes.

Existen materiales intermedios entre sdélidos y fluidos Ilamados “viscoelasticos”,
es decir que desde el punto de vista mecdnico pueden presentar elasticidad y
también viscosidad. Algunos son mas eldsticos y otros mas viscosos, esto es,
algunos son mas cercanos a los sélidos y otros mas cercanos a los fluidos. En el
primer caso tenemos como ejemplo a los cartilagos articulares y algunos elasto-
meros, mientras que en el segundo caso podemos mencionar las masas de pani-
ficacion y el nylon fundido para la fabricacién de hilos en la industria textil que,
para fluir, deben ser traccionados y por ende estirados.

Por ultimo, se define la viscosidad cinematica (v) como cociente entre la viscosi-
dad y la densidad (v = u/p). Su unidad en el SI es el [m2/s] y en el sistema CGS
es el Stokes (1 St = 1 [cm2/s] = 0,0001 [m?2/s]) 3.

1.5.3 Tension superficial (o)

En el seno de un liqguido cada molécula estd sometida a fuerzas de atraccidn
ejercidas por las moléculas vecinas que son del mismo tipo en los casos de
fluidos puros. Por ello, la fuerza de atraccidn neta sobre cada molécula es
practicamente nula y su estado energético, bajo. No obstante, cuando un liquido
entra en contacto con otro no miscible o con un gas, el contacto se produce a
través de una superficie llamada interfase donde las moléculas que la componen
quedan sujetas a una fuerza neta perpendicular a la interfase. Si uno de los
fluidos es un gas, dicha fuerza se dirigira hacia el seno del fluido debido a la gran
diferencia de densidades entre el liquido y el gas que hace que la atraccién de las
moléculas de este ultimo sea muy pequeia frente a la otra. La figura 1.6 esque-
matiza las atracciones antes mencionadas.

Debido a que en la interfase hay menos moléculas con las cuales interactuar, ello
se compensa con enlaces mas fuertes entre moléculas vecinas conduciendo a un
estado de traccidn superficial. Como hecho natural, el sistema tratara de
disminuir su energia total disminuyendo la superficie interfacial. La interfase se
comporta entonces como una membrana “sin espesor” traccionada en todo punto
con la misma tension en todas las direcciones: la tension superficial. Como
resultado de minimizar la superficie, el liquido reduce la curvatura de la misma
disminuyendo su energia de deformacién (las interfaces rectas son las de menor
energia porque poseen la menor curvatura, esto es: cero) dependiendo de la
forma de la interfase, de las condiciones de contacto entre los fluidos y de las
paredes del recipiente que los contiene. Generalmente, en problemas de
pequefa escala (del orden del milimetro) la tensidén superficial curva la interfase
para equilibrar diferencias de presién a un lado y otro de la misma como se vera
mas adelante.

3 Por lo pequefias de las cantidades expresadas en St, suele utilizarse el centi-Stokes (1 cSt = 0,01 St).
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Aire

{ | ' |

Fuerza
resultante

Liquido

Figura 1.6: Esquema de la atraccion que sufren las moléculas en el interior de un fluido y su
interfase cuando esta en contacto con un gas.

Cabe remarcar que la tensidén superficial es caracteristica de cada fluido
dependiendo con que otro fluido inmiscible haga contacto y es constante en toda
la interfase. Su valor depende de la magnitud de las fuerzas intermoleculares en
el seno del liquido, por lo que, cuanto mayor sean las fuerzas de cohesiéon del
liguido, mayor serd su tensién superficial. Por ejemplo, si comparamos tres
liguidos tales como hexano (cuyas fuerzas intramoleculares son muy débiles, del
tipo de Van der Waals), agua (que tiene interacciones intramoleculares un poco
mas intensas, interacciones de puente de hidrogeno) y mercurio (el cual esta
sometido a enlace metalico, que es mucho mas intenso que en los otros dos
casos) veremos que la tension superficial crece en el siguiente orden: hexano,
agua y mercurio. La tension superficial posee unidades de [N m™] o [J m™?] ya
que puede interpretarse como una fuerza por unidad de longitud debido a que la
interfase no posee espesor, 0 como una energia de deformacién por unidad de
area. Por ejemplo: la tensidon superficial del agua es 72,8x103 [N/m], la del
mercurio es 484x103 [N/m] y la del hexano 18,4x10°3 [N/m], valores todos
correspondientes a contacto con aire.

Veamos algunos ejemplos de la vida cotidiana que involucran la tensién superfi-
cial #:

1) Un ejemplo de fendmeno debido a la tensién superficial es el caso de un alfiler
que puede flotar sobre la superficie del agua, a pesar de que la densidad del
acero es mucho mayor que la del agua. Cuando el alfiler logra hundirse, cae al
fondo con la punta hacia abajo porque perfora la interfase donde se ejerce la
tension superficial.

2) Otro ejemplo es que la existencia de la tension superficial hace posible la
formacion de gotas. Vimos que la tension superficial es un fendmeno de superfi-

4 Se anima al lector a revisar multiples materiales audiovisuales en internet -de procedencia validada- que
muestran estos fendmenos. En los siguientes enlaces podra ver una foto y tres videos realizados por el autor:
https://drive.google.com/file/d/1tP-CitjgJ9KmMrxy6y0gbYgVKIHtkEMz/view?usp=drive link
https://drive.google.com/file/d/111chH1Av7McBg dUH-PV-GyXJ9NcjJTW/view?usp=drive link
https://drive.google.com/file/d/1ce5VTNyDCs12TwtyHK-9WvO0kJ25Y142/view?usp=drive link
https://drive.google.com/file/d/1PEIoAtRBYmNojerIxfGxYsMmspd0OYG52/view?usp=drive link
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cie y es la tendencia de un liquido a disminuir su superficie hasta que su energia
superficial sea minima y asi el equilibrio sea estable. Como la esfera presenta un
area minima para un volumen dado, entonces por la accién de la tensién
superficial, la tendencia de una porcion de un liquido es la de formar una esfera o
una superficie curva (menisco) cuando el liquido estd en contacto con un reci-
piente.

Consideremos el caso de una gota de agua rodeada por una membrana perfec-
tamente esférica en aire estanco a presion atmosférica (po). Evidentemente, para
gue la membrana esté curvada de esa forma, la presion interior p, debe ser
mayor que la presion po en el exterior de la gota. Las tensiones de membrana
soportan la diferencia de presién evitando que la gota estalle. La figura 1.7
muestra una gota de agua asumida como perfectamente esférica (en rigor esto
ocurriria en un estado de ingravidez) y el diagrama de cuerpo aislado de la mitad
superior. Haciendo un corte imaginario de la gota a través de su ecuador, se ven
las presiones interna y externa y las tensiones de membrana que satisfacen el
equilibrio.

Gota de agua

Aire

Aire

Figura 1.7: Diagramas de cuerpo aislado de una gota de agua y una burbuja de agua jabonosa,
supuestas perfectamente esféricas.

Planteando el equilibrio de fuerzas

n
S
1

(p; —po)TR*=027R

Donde R es el radio de la gota, y o es la tension superficial. El drea proyectada
de la superficie interior y exterior de la gota, surge porque sdélo actuan las
componentes de fuerza de presidon en la direccidon vertical, las componentes
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horizontales se anulan porque aparecen de a dos en posiciones diametralmente
opuestas. La suma (integral) de las componentes verticales de presién actuando
en toda la semiesfera, es igual al producto de la presion por el area proyectada
sobre un plano perpendicular a la direccion vertical. Esta consideracion se clarifi-
card cuando veamos, en el capitulo dedicado a hidrostatica, el calculo de las
fuerzas de presidén sobre areas planas y curvas. La tensidon superficial, como
fuerza por unidad de longitud, actia sobre el perimetro del corte. Podemos
expresar la diferencia de presidon entre el interior de la gota y el medio exterior
segun:
Ap = (pi — po) =2RTO-
(1.9)

Se puede ver de esta manera la dependencia de la diferencia de presiones con el
radio de la gota; si R es muy pequefio, la diferencia de presién sera muy
elevada. Es decir, la presién en el interior de una gota pequefia es mayor que la
presion dentro de una gota de mayor tamafio. Las gotas de mercurio, debido a la
alta tension superficial, suelen ser inestables cuando superan un cierto tamafio y
ante cualquier causa externa se dividen en gotas mas pequefias de modo que se
cumpla la ecuacién (1.9). Del mismo modo, si imaginamos una experiencia con
gotas a las que se les reduce la presion exterior, estas se subdividirdn en gotas
mas pequefas de modo de satisfacer el equilibrio que impone la ecuacién (1.9).
Si la diferencia de presidn aumenta debido a que la presién externa disminuye
permaneciendo constante o, debe disminuir R.

En micromecanica, esferas de muy pequefio didametro para cojinetes de bolas
(conocidos vulgarmente como rulemanes) se producen con una tecnologia
fundada en el fendbmeno de tensidén superficial del metal fundido, estado de
ingravidez (logrado por ejemplo por campos magnéticos contrarios al gravitacio-
nal) y manejo de la presion ambiental. Asi, es posible construir relojes mecanicos
de alta precision, entre otros objetos tecnolégicos.

Prosiguiendo con esto, si ahora consideramos el caso de una burbuja de agua
jabonosa veremos que existen dos membranas: una interior y otra exterior,
debido a que en su interior la burbuja también posee aire. Realizando un planteo
semejante al de la gota de agua:

n
S0
1

(pi—py) TR?=202mR

40
Ap=(pi—po)=7

(1.10)

Se obtiene el resultado de que la presion interior de una burbuja de agua jabo-
nosa es el doble que la correspondiente a una gota de agua de igual radio.
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Las burbujas jabonosas se forman debido a que el jabdén es un surfactante o
tensioactivo que disminuye la tension superficial del agua vy, por efecto
Marangoni °, estabiliza la membrana haciendo posible y durable la burbuja.

1.5.3.1 Ecuacion de Laplace para membranas elasticas de pequeio
espesor

De manera mas general podemos obtener la ecuacion que relaciona la tensidn
superficial, el cambio de presidn interfacial y la forma, para una interfase con
simetria axial genérica, donde en todo punto habrd dos radios de curvatura
segun dos direcciones mutuamente perpendiculares. La figura 1.8 muestra un
elemento diferencial aislado de una interface tridimensional con simetria axial
cortado con cuatro planos perpendiculares a la superficie curva; dos que cortan
en la direccion circunferencial y dos que lo hacen en direcciones meridionales.
Sobre los cuatro cortes actla la tension superficial que, gracias a la curvatura de
la superficie, compensa la fuerza que la diferencia de presién hace desde el lado
concavo hacia el convexo.

Figura 1.8: Un elemento de superficie de una interface curva con simetria axial.

El elemento aislado tiene proporciones diferenciales dadas por dsm y dsc, con
radios de curvatura Rn y Rc en las direcciones meridional y circunferencial
respectivamente. El arco ds, subtiende un dngulo dé, en la curvatura meridional
y el arco ds: subtiende un angulo dé. en la curvatura circunferencial. Luego,
planteando el equilibrio de fuerzas en la direccidn normal a la interfase y
haciendo las aproximaciones que correspondan a angulos pequeros °, se tiene:

5 Elefecto Marangoni es latransferencia de masa en una interfase entre dos fluidos debido a

un gradiente de tension superficial. Un liquido con una baja tension superficial tendera a fluir hacia otro de
mayor tensidn superficial siempre que estén en contacto. Coloque una gota de detergente en un recipiente con
agua y experimentara este fendmeno.

6 El seno vy la tangente de un &ngulo pequefio son iguales al valor del &ngulo expresados en radianes.
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do, do,
Ap ds, ds,— 20 dscT—Z o ds, > =0; ds,, =R,, dB,,; ds. = R.d0,

Reemplazando y dividiendo miembro a miembro por la superficie del elemento,
se tiene:
=0 (- 7)
P77 R, TR
(1.11)
La ecuacion (1.11), es la denominada ecuacion de Laplace. En el caso particular
de una membrana esférica, la simetria se convierte en polar y los dos radios de
curvatura son iguales. Reemplazando Rn Yy Rc por R en la ecuacion (1.11), surge
el resultado de la ecuacion (1.9).

Un caso fisiolégico: los alveolos pulmonares

La tension superficial tiene una fuerte influencia sobre el comportamiento meca-
nico del pulmoén. Las fuerzas de tension superficial son capaces de desestabilizar
la pelicula liquida que recubre interiormente las vias aéreas en la busqueda de un
estado de menor energia superficial y causar el cierre de estos conductos debido
a la formacién de un puente liquido o lenticula (ver figura 1.9). La formacién de
un puente liquido mantiene un volumen de gas atrapado en el pulmén, lo que
finalmente limita la cantidad de aire que puede ser inspirado y espirado. Natu-
ralmente, el cierre de las vias aéreas por este mecanismo ocurre mas frecuente-
mente cerca del fin de la espiracion cuando el diametro de los bronquiolos es
mas pequeno. De esta manera, el cierre durante la espiracion, y la subsecuente
reapertura durante la inspiracion hacen que la capacidad pulmonar para acomo-
dar el volumen de aire sea alternativamente mejorada y disminuida durante el
ciclo respiratorio.

(a) L (b)
h() S ) ) e - N _ _ __ !
a
1220000000000000 00002 , (- g .
(c) (d)
'—I I 1
o ¥ S T T T T | "'"'Y'\' """"""" |

Figura 1.9: Posibles configuraciones de equilibrio de un recubrimiento de liquido en un conducto de
aire axisimétrico: a) pelicula de liquido uniforme, b) pelicula de liquido en forma de onda, en la
primera fase de la desestabilizacién, c) puente liquido minimo formado por la desestabilizacion de
la interfase, d) puente liquido grueso que cierra completamente el conducto. Resultados tomados
de Respiratory Physiology & Neurobiology 163 (2008) 214-221 (Authors M. Heil et al.).

Este fendmeno se da frecuentemente en personas asmaticas en las cuales la
afeccién produce alteraciones en la tensién superficial del moco que recubre los
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alvéolos pulmonares, aumentandola. Ello produce la desestabilizacidon y cierre de
los conductos aéreos con la consecuente imposibilidad para inhalar, el ahogo, la
tos y la sensacion de asfixia. Los medicamentos que son administrados por via
aérea a través de aerosoles son, en definitiva, tensioactivos que buscan contra-
rrestar los efectos de la enfermedad reduciendo la tensién superficial del moco vy
posibilitando la reapertura de los alveolos. Frecuentes ataques de este tipo
tienen un impacto negativo sobre el corazén, deteriorandolo y predisponiéndolo a
una insuficiencia que suele derivar en la muerte subita de muchos de estos
enfermos.

La figura 1.10 muestra la evolucion de la interfase en un modelo de via aérea. El
modelo tiene geometria axisimétrica y la forma de la interfase se predice en cada
instante a través de la dindmica del flujo del fluido que recubre interiormente el
conducto y la ecuacion de Laplace (ec. (1.11)). La interfase pasa de perfecta-
mente cilindrica a un onduloide que cierra el tubo, en fracciones de segundo.
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Figura 1.10: Evolucidon de la interfase de un fluido que recubre interiormente un conducto axisimé-
trico de longitud infinita, como modelo de un alveolo pulmonar. En la abscisa la longitud respecto al
radio del tubo y en ordenadas la posicién radial adimensional. Cuando la interfase se desestabiliza
produce el cierre del conducto en fracciones de segundo. Resultados tomados de las Memorias del
Congreso Argentino de Bioingenieria realizado en Bs. As. en 1999 (Autores S. Ubal, D. Campana, J.
Di Paolo y C. Corvalan).
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Figura 1.11: Campo de velocidades del flujo correspondiente a la figura 1.10 en los ultimos
estadios de la desestabilizacion. Obsérvense las altas velocidades del fluido en la cresta de la onda
buscando el centro del tubo.
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1.5.3.2 Ascenso capilar

Otra propiedad de los liquidos que depende de su tensidon superficial es la
“capilaridad”, que le confiere la capacidad de subir o bajar por un tubo capilar.
Asi, cuando un liquido asciende por un tubo capilar, ello se debe a que las
fuerzas intermoleculares son menores que la adhesion del liquido con el material
del tubo y es el caso de los liquidos “que mojan las paredes”, por ejemplo el
agua en contacto con vidrio que en ese caso se comporta como hidrofilico. El
liguido seguird ascendiendo hasta que el peso del liquido que llena el tubo equili-
bre a la fuerza de tensidon superficial. Sin embargo, cuando las fuerzas entre las
moléculas de un liquido son mas fuertes que la adhesién al capilar (como el caso
del mercurio en contacto con vidrio), la tensién superficial hace que el liquido
descienda a un nivel inferior, y su superficie sea convexa. Se dice que el liquido
no moja o el sélido es hidrofébico.

El “angulo de contacto” es el angulo que forma la superficie de un liquido al
entrar en contacto con un sdlido. El valor del angulo de contacto depende princi-
palmente de la relacidn que existe entre las fuerzas adhesivas entre el liquido y
el sélido y las fuerzas cohesivas del liquido. Este angulo serd menor que 90°
cuando los sélidos sean hidrofilicos. De lo contrario, para los sélidos hidrofdbicos
7, el angulo de contacto serd mayor que 90°. En lo sucesivo éste sera un dato a
obtener de tablas construidas a partir de observaciones experimentales.

La medida directa de un angulo de contacto es una medicion eminentemente
geométrica. Una forma de hacerlo para agua y vidrio o mercurio y vidrio, seria
colocar una gota de cada uno en un portaobjeto y tomar una fotografia digital
con muy buena definicion, que luego pueda manipularse con algun software
grafico a los fines de medir el dngulo de contacto. La fotografia seria similar a la
figura 1.12.

B > 90°

Aﬁ <90\@

|4 % |
Solido hidrofilico Solido hidrofébico

Figura 1.12: Esquema de la apariencia de una gota de liquido sobre un material hidrofilico (agua
sobre vidrio) y de una gota de liquido sobre un material hidrofdbico (mercurio sobre vidrio). Se ven
los angulos de contacto menor a 90° y mayor a 90° respectivamente.

Un esquema del ascenso capilar que produce un liquido en un tubo de material
hidrofilico se ve en la figura 1.13. Para estudiar este fendmeno podemos partir
de la satisfaccion de:

n
S0
1

Que aplicado a nuestro caso particular se transforma en:

7 Con las denominaciones “hidrofilico” e “hidrofébico”, a veces se hace referencia a los fluidos y no a los sélidos.
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Figura 1.13: Esquema del ascenso capilar de un liquido en un tubo de material hidrofilico.

Si suponemos como datos los parametros materiales del fluido y el diametro del
tubo, puede obtenerse el ascenso capilar h como:

40 cospP

" dpg

(1.12)
Evidentemente, cuando d tiende a cero el ascenso tiende a infinito. Si bien esto
es una idealizacién, podria decirse que con una estructura de capilares lo sufi-
cientemente delgados, seria posible elevar agua hasta 10,3 [m] de altura en
condiciones atmosféricas (ver el capitulo Estatica de Fluidos). Otro ejemplo -de la
vida cotidiana- es la absorcién de un liquido derramado en una mesa mediante
una tela porosa, donde los poros hacen las veces de tubos capilares que permi-
ten que el agua ascienda en contra de la gravedad. Por ultimo, en un estado de
ingravidez, un recipiente conteniendo liquido no podria estar abierto puesto que
las fuerzas capilares impulsarian el liquido a salir por la boca del recipiente.
La ecuacién (1.12) es valida también para los casos en que el angulo de contacto
sea mayor a 90°. En ese caso el cosp sera negativo y h representard un
descenso capilar.

1.5.3.3 Medida de la tension superficial

Similarmente a la medida de la viscosidad, la determinacion de la tension super-
ficial es indirecta y ello puede hacerse desde la medicién de una fuerza equili-
brante de la fuerza de tensidn superficial o bien de un ascenso capilar, entre
otros métodos. Esta practica experimental requiere de aptitudes y capacidades
técnicas experimentales especificas debido a que, en general, los fendmenos de
capilaridad se producen en pequeifias escalas dimensionales. Entre los métodos
de medicion mas usados para tensiones superficiales mayores a 0,01 [N/m],
pueden mencionarse al anillo de Dunoy, la gota colgante y el método de la
burbuja.
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Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:
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1)

2)

3)
4)

5)

6)

7)

8)

9)
10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

Explique el razonamiento de abstraccion de los cuerpos en Mecanica,
desde el concepto de particula aislada hasta el de medio continuo
deformable.

Establezca la hipdtesis de los medios continuos, aportando ejemplos que
la sostengan y ejemplos que la limiten en su aplicabilidad.

¢Cual es el concepto de particula en la Mecanica de los medios continuos?
¢En qué consiste la Mecdnica de los materiales? ¢éCudles son sus
objetivos?

éPor qué para materiales sdélidos se habla de deformaciones y en
materiales fluidos se habla de velocidades de deformacién? Explique con
un esquema de ambos materiales sujetos a cargas.

Esquematice la experiencia de Newton y a partir de alli, los fluidos
newtonianos y no newtonianos.

En una grafica tension-velocidad de deformacién correspondiente a un
fluido en flujo unidimensional, {qué significa que la grafica comience en
el punto (0,0)? Explique con un ejemplo.

Defina la viscosidad a partir de la experiencia de Newton y establezca sus
unidades en el SI asi como otras de uso técnico.
¢Podria Ud. dar un sentido fisico a la inversa de la viscosidad?

Suponga un fluido newtoniano de viscosidad muy baja. éUd. podria tener
con él un flujo puramente viscoso?, ¢como?

¢Qué significa que un fluido sea pseudoplastico?, ¢y que sea dilatante?
Aporte ejemplos de cada uno.

¢Qué significa la tensiéon umbral en ciertos fluidos? ¢Cémo los clasificaria
a estos fluidos? Construya una grafica donde se visualice claramente la
tensién umbral y aporte ejemplos.

Explique en qué consisten las caracteristicas de los fluidos tixotrdpicos y
los fluidos reopépticos.

Caracterice los fendmenos interfaciales entre dos fluidos y defina la
tension superficial.

Defina el angulo de contacto entre fluidos y sdlidos y a partir de alli, la
hidrofilia y la hidrofobia. Realice un esquema.

Una interfase deformada por la tensidon superficial a partir de una forma
inicial de equilibrio, étendra mayor o menor area?

En una interfase plana entre dos fluidos, épuede decirse que las
presiones a ambos lados son distintas?



18)

19)

20)

21)

22)
23)

1.5 PARAMETROS MATERIALES DE LOS FLUIDOS

Usualmente recibimos ofertas televisivas de utensilios de cocina
recubiertos con materiales con propiedades antiadherentes (la comida no
se pega). ¢Como definiria estos materiales desde la éptica del contacto
con fluidos? Esquematice.

Suponga dos gotas de agua, una con diametro mayor que la otra. Si Ud.
pudiese unirlas con un conducto muy fino que atraviese las superficies de
ambas. ¢Habria circulacién de fluido de una hacia la otra? En caso
afirmativo, éen qué sentido circularia y cuando finalizaria el drenaje?

Una gota de agua se divide en gotas mas pequefas si se hace descender
la presién ambiental. é¢Por qué?

Compare las presiones interiores entre una gota de agua y una burbuja
de jabon del mismo radio. Suponga la misma tensién superficial.

¢En qué casos el ascenso capilar podria ser un descenso capilar?

Suponga una superficie horizontal mojada con agua. éDebido a que
fendomeno el agua es absorbida por un pafio o papel que se coloque
encima?
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CAPITULO 1: CARACTERISTICAS BASICAS DE LOS FLUIDOS

Pagina intencionalmente en blanco.
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CAPITULO

Notacion y

Algebra Indicial

2.1 Introduccion

Las expresiones matematicas de las leyes de la Fisica, particularmente en el
ambito de la Mecanica de los Medios Continuos, relacionan magnitudes de un
modo operacional que es y debe ser independiente de los sistemas coordenados
de referencia. Es decir: cualquier observador debe poder obtener los mismos
resultados o las mismas conclusiones a partir de las leyes de la Fisica, indepen-
dientemente del sistema de referencia elegido.

Tal requisito se cumple gracias a los entes matematicos creados para representar
magnitudes fisicas segun su naturaleza. Asi: magnitudes como la masa o la
energia son representables por niumeros, es decir “escalares”; magnitudes como
la velocidad, la aceleracién, la fuerza o la cantidad de movimiento, donde es
necesario el valor o intensidad de la magnitud, su direccién y su sentido de
actuacién, se representan por “vectores” que son entes que quedan univoca-
mente definidos a partir de tres numeros; por ultimo, magnitudes como el
gradiente de una funcion vectorial o los esfuerzos (tensiones) en punto, son
representadas univocamente por nueve numeros que constituyen las compo-
nentes del denominado “tensor de segundo orden”. Todos ellos poseen carac-
teristicas de invariancia respecto a los ejes coordenados, los escalares son inva-
riantes de por si porque no requieren establecerse respecto a sistemas de refe-
rencia, los vectores poseen un invariante que es su modulo, éste no cambia al
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cambiar el sistema coordenado; y los tensores de segundo orden poseen tres
invariantes que seran presentados mas adelante.

Genéricamente hablando debemos decir que todos los entes matematicos son
tensores, de distinto orden o rango segun la naturaleza de lo que vaya a repre-
sentarse y sus invariantes aseguran el cumplimiento del requisito de invariancia
de las leyes fisicas respecto a los sistemas de referencia.

2.2 Tensores

Como se ha dicho, tensores son los entes matematicos en general y su orden
determina la cantidad de elementos numéricos que se requieren para establecer
el tensor. Asi, la cantidad de estos elementos es 3" donde 3 es la cantidad de
dimensiones del espacio y N es el orden del tensor. Un escalar es un tensor de
orden cero y se representa solo por un nimero; un vector es un tensor de orden
1, se representa con tres numeros y posee un invariante; un tensor de orden dos
se representa por nueve numeros y tiene tres invariantes que estableceremos
mas adelante. ¢Existen tensores de mayor orden? Si, por ejemplo, el parametro
elastico de un material completamente inhomogéneo y anisotropico (que resiste
distinto a un mismo esfuerzo segun la direccidon en que éste actua) es un tensor
de cuarto orden; nosotros no emplearemos tensores de mayor orden que dos,
excepto el llamado tensor alternante (de orden tres) como un auxiliar para
resolver indicialmente el producto vectorial entre dos vectores.

Los tensores se representan por matrices, el vector se representa por una matriz
fila [1x3] o una matriz columna [3x1]; el tensor de segundo orden se representa
por una matriz cuadrada de [3x3] mientras que un tensor de tercer orden (con
27 elementos numéricos) se representaria con un arreglo espacial de [3x3x3].
Un tensor de cuarto orden (con 81 elementos numéricos) ya no es representable
espacialmente. Por ejemplo, un tensor de segundo orden seria:

Tll T12 T13

g =Ty Toz Tas

T3y T3y Ts3
(2.1)

2.2.1 Magnitudes que requieren ser representadas por tensores de
segundo orden

Supongamos una funcién vectorial de las coordenadas espaciales como por
ejemplo un campo de velocidades en un flujo, tal que v= v (x, y, z). Si ademas
cada componente de ese campo vectorial es una funcidon escalar de las tres coor-
denadas (vx=vx(Xx,y,z), v,=Vy(X,y,Z), V:=V«X,y,z)), entonces pueden calcularse
tres variaciones de cada componente respecto a las coordenadas, es decir que
habra tres gradientes de velocidad por cada componente y nueve en total. El
gradiente de velocidad en este caso y de un campo vectorial en general, es un
tensor de segundo orden y por lo tanto se representa por una matriz de [3x3].
En notacién tensorial, el gradiente de velocidad se simboliza (V V), el vector

28



2.3 NOTACION INDICIAL

gradiente y el vector velocidad a la par pero sin ningln simbolo operacional en
medio. Esto es una “diada” o “producto externo”, sobre la que volveremos luego.
Asi, la expresion (2.2) condensa todas las variaciones posibles del vector v
respecto a las coordenadas en primera instancia; existen por supuesto variacio-
nes de otros drdenes expresados en derivadas segundas en adelante, pero estas
no forman parte del gradiente de la velocidad *.

0v, 0V, 0]
dx Jdx Ox
Vp= ov, dv, O0v,
-~ |9y ody Oy
ov, 0dv, O0v,
Ldz 0z 0z-

(2.2)

Una propiedad de los tensores con componentes reales

Una propiedad muy importante de todo tensor de componentes reales es que
puede ser escrito como un tensor simétrico mas un tensor antisimétrico tal como
se muestra a continuacion. Dividiendo en dos mitades el tensor y sumando y
restando la mitad de su transpuesto, se tiene:

[~
Il
N| =
N| =
N| =
N| =
N| =

T+sT+5 T -5 10 =

@+ZU+%@—£U
(2.3)

Donde el primer sumando del 3° término de (2.3) es la parte simétrica del tensor
T y el segundo sumando es la parte antisimétrica. Esta propiedad la usaremos

para mostrar que el tensor velocidad de deformacion de un flujo es el doble de la
parte simétrica del tensor gradiente de velocidad. Dicha parte simétrica sera
empleada para establecer la ecuacion constitutiva de los fluidos newtonianos,
ligandola en una relacion proporcional lineal con el tensor de tensiones viscosas.

2.3 Notacion indicial

La notacién indicial fue creada para compactar ecuaciones y simplificar la opera-
toria, sobre todo en ecuaciones o sistemas de ecuaciones que poseen muchos
términos e involucran tensores. La notacién permite reducir la informaciéon de un
sistema complejo a unos pocos términos que se pueden manejar con mayor
claridad y prolijidad. Para ello existen una serie de reglas que permiten extraer la
informacién contenida en dichas ecuaciones, particularmente cuando estan
expresadas en la forma mas compacta posible: la notacidén tensorial. Es casi un
concepto economicista: el de escribir lo mas abreviado posible, mas aun si consi-
deramos que al escribir en forma compacta ecuaciones largas y laboriosas, se

1 Este ordenamiento es arbitrariamente elegido y esta en consonancia con las reglas operacionales que se
definen mas adelante.
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reduce la posibilidad de cometer y arrastrar errores, como por ejemplo signos o
términos incompletos.

Consideremos un vector expresado en coordenadas cartesianas como:

a =axl+ayj+ a-k. Si asimilamos xa 1, ya 2y za 3,y de igual modo, llama-
mos e;a i, e;a jy esza k, puede escribirse

a=ajer+aex+ases-Y,_,a; ¢

dado que el indice i se repite, puede eliminarse el simbolo sumatoria y expresar
el vector simplemente como a = a;i e en lo que se conoce como convencién de
suma o de Einstein. Tomando la regla algebraica y computacional para
denominar a las variables enteras, identificaremos los indices con las letras j, j,
k, I, my n.

Asimismo, el tensor de la expresion (2.1) puede expresarse como la siguiente
suma, primero extendida, luego en sumatoria y finalmente por convencion de
suma:

T'=Tie1eg + Tine16; + Tizeses + Toe060 + Tozey

+Tze,e3 + Tz163e1 + T3e3e, + Ts3 Tijeiej = Tije e

(2.4)

En la expresién (2.4), los productos (e €j) son los denominados tensores unita-
rios, constituidos por el producto de dos versores unitarios del sistema coorde-
nado considerado. Como se ha dicho, ese producto sin operador indicado entre
los versores se llama “producto diadico” o “externo” y el tensor resultante es tal
que sus componentes surgen del producto entre las componentes de los verso-
res. El modo del producto es el siguiente: los elementos de la primera fila del
tensor se obtienen de multiplicar la primera componente del primer versor, suce-
sivamente por las componentes del otro; lo mismo ocurre con la segunda y
tercera filas (ver nota a pie de pagina numero 1). Es decir, el primer factor
domina las filas y el segundo las columnas. El tensor gradiente de velocidad es
por lo tanto un tensor surgido del producto diddico entre el vector gradiente (u
operador nabla) y el vector velocidad. El producto diddico no esta reservado a
versores, el mismo es posible entre cualesquiera dos vectores.

Algunos tensores unitarios lucirian entonces:

100 00 0 00 0
(2121)=[0 0 0]:(9293)=0 0 1f;(eser)=10 0 0
0 0 0 00 0 10 0

(2.5)

Cabe aclarar que los indices en la notacién toman siempre los valores 1, 2 o 3,
que son las dimensiones del espacio.
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2.4 Algebra indicial

El dlgebra indicial constituye un conjunto de reglas operativas generadas a fin de
descomprimir y compactar expresiones desde y hacia la notacidn vectorial y
tensorial. Esta ultima es la forma mads compacta de expresar ecuaciones que
tienen un gran numero de términos y, en cada término, factores operando entre
si. Si bien existe un buen nimero de reglas para resolver distintas operaciones
entre vectores y tensores, nosotros estudiaremos el producto escalar entre
vectores, entre vectores y tensores, y entre tensores; también estudiaremos la
forma de resolver indicialmente los términos dentro de un producto vectorial
entre vectores. Con el estudio de estos productos cubriremos las necesidades de
notacién y algebra indicial para las expresiones que nosotros iremos desarro-
llando a largo de los temas, generalmente en coordenadas cartesianas.

Producto escalar entre dos vectores

Consideremos el producto escalar de dos vectores: el a y el b. Utilizando la nota-
cion indicial como convencién de suma esto es:

a-b=a;e - be;

(2.6)
La primera regla impone utilizar nombres distintos para los indices que definen
cada factor. Notese que para el vector a se ha utilizado el indice i y para el b se
ha utilizado el indice j. La segunda regla impone “contraer” los versores mas
proximos al punto indicativo del producto, puede parecer antojadizo pero la regla
es tal, para que la operatoria desemboque el proceso algebraico en las expresio-
nes que deben ser. En este caso aplicar la regla puede parecer trivial porque hay
solo dos versores y por supuesto que son los mas cercanos al punto operador del
producto escalar, pero mas adelante cobrarda sentido. La contraccién implica
multiplicar los versores escalarmente, es decir: (e.€;). Este producto dependera
de los valores que tomen /i y j, es decir, siempre que i y j sean iguales el
producto entre los versores dard 1 y si son distintos el producto dara cero.
Luego, (e.ej) condensa las siguientes 9 posibilidades:

(es1.€1)=1,; (e:.€2)=0; (e1.e3)=0;
(e2.€1)=0; (e2.€2)=1; (e2.€3)=0;
(e3.€1)=0; (e3.€2)=0; (e3.e3)=1.

Entonces, cuando se contraigan dos versores, ello podra representarse por el
simbolo denominado delta de Kronecker que se define asi: =1, si i=j y ¢;=0, si
i+j. Por lo tanto, el delta de Kronecker, permite cambiar un indice por el otro, en
nuestro caso el indice i por el j o viceversa. Luego:

g-gzaibjSU=aibi=a1b1+a2b2+a3b3
(2.7)
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Que es el resultado que ya conocemos acerca del producto escalar entre dos
vectores: la sumatoria de los productos entre componentes homdlogas, que
cumple con la propiedad de ser conmutativo.

Hay un producto escalar, entre otros, que aparecera con frecuencia en nuestros
desarrollos analiticos y que tiene un sentido fisico muy importante: la condicion
de incompresibilidad de un flujo. Esta condicion se establece sobre el campo de
velocidades y se expresa como la divergencia del campo de velocidades igualada
a cero.

Antes de continuar con ello, presentemos el operador vectorial nabla:

=2 iyl g =
Tt Tyl Tzt T o O

(2.8)
donde se ha asimilado x; con x, x> con y y x3 con z. Luego, la divergencia del
campo de velocidades sera:

0 v; av; ov;
a—xiﬁi'vjéj =a_xi§i'§j =6_xi ij =6_xi

(2.9)
Producto que se ha resuelto similarmente al expresado en la ecuacion (2.7).

Producto escalar entre un vector y un tensor

Un producto escalar que aparecera cuando veamos las expresiones macroscoépica
(o integral) y microscépica (o diferencial) del principio del momento lineal (o
segunda ley de Newton), es el del tensor de tensiones operando sobre una direc-
cion indicada por un versor. Expresemos la operacién tensorialmente e indicial-
mente para operar con ella siguiendo la regla de la contraccién de los versores
mas préximos al punto escalar:

T-n=T;(ee) meex = TymeSrer = Tunye
(2.10)
Para valorar la conmutatividad del producto de la expresion (2.10) debemos

resolver el producto a la inversa, esto es el versor operando sobre el tensor.

n-T=mnee Ti(eje) =Ty Spjer = Tring &

(2.11)

Las expresiones (2.10) y (2.11) seran iguales solo si Tik = Tk, es decir si el tensor
es simétrico. Sdlo en ese caso el producto escalar entre un tensor y un vector es
conmutativo. Obsérvese que en la expresidén (2.11) se utilizaron los indices de
modo de que el resultado resulte directamente comparable al de (2.10).
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Productos escalares de interés en Mecanica de los Medios Continuos
entre un vector y un tensor

Un producto escalar de mucha importancia en Mecanica de los Medios Continuos,
particularmente cuando estos son fluidos, es la contraccién del campo de veloci-
dades con su gradiente. Como veremos, tal producto representa la aceleraciéon
de las particulas de fluido debido a la variacién de la velocidad con las coordena-
das. Veamos:

avk avk
Ox. JUE T Vi 5 Ek
l

v-Vv =veg o, (ejex) = v o

(2.12)
El poder de compactacidn que posee la notacion tensorial del primer miembro de
(2.12) queda de manifiesto si desplegamos el uUltimo miembro expresado en
notacion indicial, al que hemos llegado a través del dlgebra que estamos
presentando. Dicho miembro implica una suma en / para cada valor de k. Esto
es:

S v, ( v, v, 6v1>
v -yYv =171 ox; €k = (2] 9%, ) 9%, %] 0%, €1

+< av, 4 dav, N 6v2>
1 dx, v 0x, Ve 0x3 &

d0v, 0v; 0vs
+(vla—xl+vza—xz+v3a—x3)g3

(2.13)
Sin la herramienta que nos ofrece esta notacidn y esta algebra, deberiamos
arrastrar los nueve términos, formados por productos, cada vez que trabajemos
con ellos.
Otro producto escalar entre vector y tensor de utilidad para nosotros es la
contraccion del operador nabla sobre el tensor de tensiones, es decir la divergen-
cia del tensor de tensiones. Ello aparecerd cuando tratemos con el principio de
cantidad de movimiento lineal en sus expresiones integral y diferencial.

9 3T T,
V-T-= a—xiEi‘Tjk(Qij) = x; ijex = ox; ex

(2.14)

Doble producto escalar entre dos tensores

La doble contracciéon de dos tensores de segundo orden aparece cuando se
modela la disipacion de energia de caracter viscoso, la que se representa por la
doble contraccidon de la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad consigo
mismo. Por ejemplo:

T:Q=T,; (eiej): Quexe) =Ty Qudidu = Ty Qi
(2.15)
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donde, siguiendo la regla, se han contraido primero los versores g;y e« (los mas
proximos al operador) y luego los versores gy €.

Una regla para determinar el orden tensorial de productos escalares

No lo hemos destacado, pero se ve que el producto escalar entre dos vectores da
como resultado un escalar, el producto escalar entre un tensor y un vector da
como resultado un vector, y la doble contraccion de dos tensores termina en un
escalar. Si asignamos al punto que indica el producto el valor (-2), la suma alge-
braica de los 6rdenes de los tensores y los valores de los productos involucrados,
dara el orden del tensor resultado. Asi:

Para dos vectores, 1 + 1 + (-2) = 0, es decir que se obtiene un escalar

Para un vector y un tensor (o viceversa): 1 + 2 + (-2) = 1, se obtiene un vector
Para dos tensores doblemente contraidos: 2 + 2 + (-2) + (-2) = 0, se obtiene un
escalar

Aunqgue no lo vimos, la simple contraccion de un tensor con otro dard como
resultado un tensor de segundo orden. Estoes: 2 + 2 + (-2) = 2.

Producto vectorial entre dos vectores. El tensor alternante

El tensor alternante es un tensor de tercer orden cuyas componentes valen 1, 0
0 -1. Se define de la siguiente forma:

= & (er ¢ ex)

I

(2.16)
Y sus elementos seran tales que cumplan la siguiente regla:
&jk = 1, sii,j,k siguen una de las siguientes secuencias: 1,2,3; 2,3,1 6 3,1,2
&ijk = -1, si i,j,k siguen una de las siguientes secuencias: 1,3,2; 2,1,3 6 3,2,1
gijk = 0, si entre /,j,k hay al menos dos iguales
Luego,
€ X €& = Exé&ijk
donde el orden de la secuencia del ¢ es (1,2,3); (2,3,1) 6 (3,1,2) porque ese es

el orden en que aparecen en la expresion. Por ello el g = 1.

€j X & = €k ik

Donde g = -1, con lo que se cumple la no conmutatividad del producto vecto-
rial,

Finalmente:

axb=a;e X bje= (aibj) (Ei X Ej) = &k (aibj)ﬁk
(2.17)
Donde para cada valor de k los indices i y j sélo pueden tomar los otros dos

ara retener los &k no nulos), es decir:
]
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a X b= €ijk (ai bj) ex = (ap b3 ey31 + az by e331) &4 + (ag b3 €132 + a3 by £312) &
+ (a; by €123 + a3 by £313) €3

Atendiendo a las secuencias indicadas arriba para establecer el valor de los g,
se llega a:

a X b= (a; b3— azby)e; —(a; b3 — azb;) e, + (a; b, — a; by) e3

Que es la forma conocida del producto vectorial.

2.5 Teorema de la divergencia o de Gauss

Las expresiones macroscopicas de las leyes que desarrollaremos en adelante,
usualmente contendran cantidades surgidas de la evaluacidén sobre el volumen o
espacio de analisis (que se denominaran voliumenes de control) y sobre las areas
que rodean dicho espacio. Es mas, sera valioso poder relacionar variaciones que
ocurren en el volumen con flujos que pasan a través de las areas que lo encie-
rran. Al respecto sera una herramienta muy valiosa el teorema de la divergencia
(o teorema de Gauss) que permite transformar integrales de superficie en inte-
grales de volumen (y viceversa), siempre que el volumen sea el encerrado por
dichas éareas. Si G es una funcion de campo escalar, vectorial, o tensorial,
podemos expresar dicho teorema de la siguiente forma:

jZ~GdV=fQ-GdA
14 A
(2.18)

Nosotros usaremos el teorema para los tres tipos de funciones de campo: la
presién (escalar), la velocidad (vector) y el tensor de tensiones. Las expresiones
con las que trabajaremos seran:

JZ'pdV=]n'pdA

14 A
fz de=fn v dA
14 A

2.6 Autovalores y autovectores de un tensor

En el punto 2.4 hemos trabajado indicialmente con productos escalares entre un
tensor y un vector, que dan como resultado otro vector. Una manera en que se
suele definir un tensor de segundo orden matematicamente es diciendo que éste
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es una transformacién lineal que asigna a cada vector, otro vector. Si este vector
asignado es proporcional a aquél sobre el que se realizd la transformacion lineal,
se dice que el vector es un autovector y el coeficiente de proporcionalidad un
autovalor. Es decir, si ocurre que:

T -n=2Xxn
(2.19)

El vector n es -entonces- un autovector y A1 un autovalor. 1 es un escalar
perteneciente a los numeros reales. Todo vector proporcional a n es también un
autovector. Esto es:

T-(an)=al -n=oak n=2r(a n)
(2.20)

Luego, puede demostrarse que cada tensor de 2° orden posee 3 autovalores y 3
autovectores:

1 0 0
T-n=A-n=NA\ ([- Q), donde | = [O 1 O] , eseltensor identidad
B - - 0 0 1

o lo que es lo mismo,

(2.21)

Si operamos sobre la ecuacion (2.21) utilizando la notacién y el algebra indicial,
se tiene:

(L —21)-n=(1y - 28y) (erg)) - meex = 0
contrayendo luego los versores g,y e, queda:
(Tyy = A8i;)nje = 0

Esto significa una suma en j para cada valor de i/, lo cual derivara en el siguiente
sistema de tres ecuaciones lineales con tres incdgnitas: las componentes esca-
lares del autovector n, es decir ny, n2y ns.

(Tyy —A)ng + Tipny + Ty3ng = 0
Tormg + (T — A)ny + Tzng = 0
T31mp + T3pny + (T3 —A)ng =0
(2.22)
La solucion no trivial del sistema se obtendra si el determinante de los coefi-
cientes es nulo:

(T11 - 7\) Ty, T3
Tyq (Tzz - 7\) Ty =0
T34 T, (T33 - 7\)

(2.23)
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Dados Tj;, la ecuacion (2.23) deviene en una ecuacidn cubica en A cuyas raices
seran tres valores (1, A2yA;), que se denominan autovalores del tensor T .

2.6.1 Invariantes de un tensor de segundo orden
La ecuacion cubica a la que desemboca la ecuacion (2.23) es la siguiente:
}\3_11}\2_12}\_13 = 0
(2.24)
Donde los coeficientes de la ecuacién se denominan invariantes del tensor T

Los invariantes son los que aseguran que las leyes descriptas matematicamente
no dependan en su utilizacion, del sistema de referencia elegido. Es decir, sean
invariantes respecto al sistema coordenado referencial. Asi como los vectores
poseen un invariante, los tensores de segundo orden poseen tres y sus expresio-
nes son las siguientes:

I = Ty + Ty + T35 = Ty

(2.25)
I, = Ty, Tiz Ty, Ty Ty, Tis
z Ty1 Ty T3, Ts; T3y Ts3
(2.26)
Ty, Tip Tis
I; = Ty1 Ty Tag
T3y Tsp T3
(2.27)

El primer invariante se denomina “traza del tensor” y es lineal, el segundo inva-
riante se denomina “invariante cuadratico” por su naturaleza de segundo grado,
y el tercer invariante es el “determinante del tensor”, de naturaleza cubica. Son
invariantes porque ante un cambio en el sistema coordenado, por ejemplo una
rotacidn, sus valores no cambian. Es decir, cambian los elementos Tj; pero nunca
los resultados de las operaciones que establecen las expresiones 2.25, 2.26 y
2.27. Matematicamente hablando, podemos decir que al ser los autovalores
independientes de la base donde esta definido el tensor (e;, 2, e€3), la ecuacion
(2.24) se cumple para cualquier terna, con lo cual los coeficientes I;, I> e I3
resultan invariantes.

Si imaginamos nuevamente una rotacidn sobre los ejes, de la terna (e;, e, €3),
los elementos T;; cambiaran y para una particular posiciéon de la terna, el tensor
lucird diagonal en términos de sus autovalores y con sus elementos no diagona-
les nulos. La base en la que ello ocurre es la formada por las direcciones de los
autovectores. Asi:

A, 0 0
Z - O Az 0
= o 0o A

(2.28)
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Entre los autovalores se encuentran el maximo y el minimo valor de los elemen-
tos diagonales. Los invariantes, en este caso se obtienen facilmente de las
siguientes expresiones:

11=7\1+7\2+7\3

(2.29)
12 = }\1)\2 + }\2}\3 + )Ll)k3
(2.30)
I3 = 2 2 A3
(2.31)

Cuando tratemos el tensor de tensiones en un punto, los autovalores identifi-
cardn la maxima y la minima tensién normal (de traccidn o compresién)
actuantes en un punto de un continuo sujeto a cargas. Dichas tensiones y las
direcciones en las que actiuan (las de los autovectores) se denominaran
“principales” y la misma denominacion recibiran los planos perpendiculares a
dichas direcciones que contienen al punto considerado.

2.6.2 Perpendicularidad de los autovectores de un tensor simétrico

Teorema: Los autovalores de un tensor simétrico de componentes reales son
todos reales y los autovectores son mutuamente perpendiculares y se denominan
direcciones principales.

Si A1y A2 son autovalores del tensor T distintos de cero, se cumple:

Tl1 == }\1 .

T n

(2.32)

I
>
N

T n 1
(2.33)

Postmultiplicando escalarmente la ecuacion (2.32) por el autovalor n> y conside-
rando que el tensor es simétrico, se tiene:

M-ngo-ny N, = "N, =Ny Ay

Porque el tensor es simétrico
M —2)n mnp =0
(2.34)

n L n,
(2.35)

La relacién (2.35) es la unica posibilidad de garantizar la igualdad a cero que
impone la ecuacién (2.34). Anadlogamente se puede demostrar que todos los
autovectores son perpendiculares entre si.
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Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1)
2)

3)

4)
5)

6)

7)

8)
9)

10)
11)

Explique la necesidad de representar magnitudes fisicas con un
ordenamiento de 9 numeros.

Defina el ente matematico llamado “tensor”, los distintos 6rdenes y la
forma de expresarlo matricialmente.

Demuestre que un tensor de 2° orden con componentes reales, puede
expresarse como la suma de un tensor simétrico y un tensor
antisimétrico. Pruébelo con un ejemplo.

Defina el producto diddico entre dos vectores, su notacion y su
resolucion.

Exponga la idea de la notacion indicial y exprese en forma algebraica un
tensor de 2° orden utilizando la convencién de suma.

Exprese todas las diadas unitarias de 2° orden y esquematice
matricialmente dos diadas con indices distintos e intercambiados (por
ejemplo, la (1, 2) y la (2, 1). éQué relacidn muestran una de otra?
Enumere las reglas del algebra indicial para la resolucién de los productos
escalares entre vectores, entre vectores y tensores de 2° orden y entre
tensores de 2° orden.

Demuestre que el producto escalar entre un vector y un tensor de 2°
orden es conmutativo sélo si el tensor es simétrico.

éPor qué un producto doblemente escalar entre dos tensores de 2° orden
resulta en un escalar? Explique y demuestre con un ejemplo.

Defina los autovalores y los autovectores de un tensor de 2° orden.
Exprese los invariantes de un tensor de 2° orden, en general y en
términos de los autovalores.
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Pagina intencionalmente en blanco.

40



CAPITULO

Cinematica
de Fluidos

3.1 Introduccion

Del mismo modo en que comenzamos el estudio de la Mecanica introductoria a
través de las asignaturas llamadas Fisica I o simplemente Fisica Mecanica, aqui
también comenzaremos estudiando la Cinematica de los Fluidos con el objetivo
principal de obtener la aceleracién de las particulas, para luego establecer la
segunda ley de newton en una forma apropiada a este medio continuo y defor-
mable. Para cumplir con dicho objetivo haremos primero algunas definiciones y
analisis que nos llevaran a lo que llamaremos la derivada material de la veloci-
dad. Por Ultimo, obtendremos las lineas que identifican el movimiento de las
particulas de un fluido.

3.2 Funcion de campo

Cuando una funcién estad definida en general en cada punto del espacio y para
cada tiempo, se dice que la misma es una “funcién de campo”. Esta denomina-
cion esta tomada de la imagen de un sembradio donde parece haber una planta
en cada punto del terreno.

Este punto de vista de una determinada funcion se debe a Euler y es muy (util
para manipular matematicamente las distintas variables y propiedades de un
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fluido que llena un determinado espacio —o dominio-. Asi, podemos hablar de la
velocidad de un flujo como una funcidon de campo v(x,y,zt). Una funcién que
para cada tiempo y posicién nos dira cual es la velocidad de la particula que esta
alli en ese momento. Es decir, cada particula del fluido recorrera distintas posi-
ciones del dominio de flujo tomando velocidades establecidas por la funcion de
campo para cada posicion y para cada tiempo. En un campo no estacionario, dos
particulas que en diferentes tiempos pasan por la misma posicion, tienen veloci-
dades distintas. La figura 3.1 muestra un canal convergente donde se indica la
funcion de campo “velocidad del flujo”, también podrian definirse otras funciones
de campo derivadas de ella: el flujo de cantidad de movimiento, la aceleracion y
la velocidad de deformacidn del fluido, entre otras.

Figura 3.1: Esquema de una funcién de campo. La velocidad de un flujo es una funcién de campo.

Asi como la funcidn de campo velocidad es vectorial, hay funciones de campo
escalares y tensoriales en general. Una funcién de campo escalar podria ser la
temperatura del fluido y una funcién de campo tensorial de sequndo orden podria
ser la tensién en cada punto de un fluido o medio continuo en general.

3.2.1 Descripcion material o Lagrangiana

Otra forma de representar el movimiento y las variables asociadas a un flujo es
la denominada descripcion material o Lagrangiana, donde se sigue cada particula
a través del tiempo. Las posiciones de cada particula (X:, X2, X3) respecto a una
referencia dada y para un tiempo inicial (to) se especifican mediante las llamadas
coordenadas materiales. La evolucién de su movimiento, las variables asociadas
e interacciones seran sdlo funcién del tiempo para cada particula. Luego, la posi-
cion de cada particula en el tiempo sera:

X, = (X1'X2'X3't); Xy = (X1'X2'X3't); X3 = (XI'XZ'XSrt)
(3.1)

x1 = X5 x, = Xy; x3 = Xz parat = t,
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La expresion (3.1) es entonces la expresion de la trayectoria de la particula que
en el tiempo to ocupaba la posicion material (X1, X2, X3).

Como hemos dicho anteriormente, nosotros trabajaremos con la descripcion
Euleriana, utilizando el concepto de funciéon de campo.

3.3 Variaciones respecto al tiempo relacionadas con funciones de
campo. Derivada Material

Las leyes de la Fisica poseen una estructura similar en la mayoria de los casos:
“la variaciéon total de una magnitud con respecto al tiempo es igual a la sumato-
ria de las causas de dicha variacién”.

Si la magnitud que varia con el tiempo es una funcién de campo, debemos
encontrar la expresion matematica correcta para expresarla, porque aun en
campos estacionarios pueden registrase variaciones respecto al tiempo de una
magnitud dada.

3.3.1 Variaciones respecto al tiempo en campos escalares

Para ejemplificar y desembocar en la expresién que nos dara la variacién
buscada, imaginemos un campo escalar estacionario unidimensional como puede
ser la temperatura ! de un ambiente en términos de la profundidad del mismo.
Por ejemplo un horno donde la temperatura es cada vez mayor a medida que
nos dirigimos hacia su interior. La funcion de campo temperatura sera T(x),
como se indica en la figura 3.2.

Si la pregunta fuera: écudl es la variacion de T respecto al tiempo? La mas
automatica de las respuestas seria que dicha variacién es nula porque T no
depende del tiempo. Sin embargo, si imaginamos la bastante incOmoda situacion
de movernos hacia adentro del horno con una velocidad w; en el sentido del
versor i, nos encontraremos con temperaturas cada vez mas altas a medida que
nuestro reloj cuenta el tiempo. Es decir que podriamos definir un cambio de
temperatura respecto al tiempo, percibido durante nuestro movimiento. Esta es
una variacion de T de forma indirecta debido a que las coordenadas cambiaron
con el tiempo por nuestro movimiento como observadores. Es decir:

dr dT _ dT dx _ dT

dT:adX:>E—EE—an

(3.2)

La expresion (3.2) establece una variacidon del campo estacionario de tempera-
tura directamente asociado a su gradiente y a la componente x de la velocidad
del observador. Para los tres observadores de la figura 3.2, las variaciones de
temperatura respecto al tiempo seran las siguientes:

dT dT dT dT dT

del, — dx ™ del, T odx WS dtl,

1 La temperatura no serd una variable de interés en este curso, pero se la ha elegido para el andlisis de modo
de darle al mismo mayor comprension por la valoracidn sensitiva que tiene la temperatura y sus cambios.
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En general, si T=T(x,y,z) y el observador se mueve con una velocidad con
componentes en las tres direcciones, es directa la generalizacidon de la expresion
(3.2) como:

y, dividiendo miembro a miembro por dT7, se tiene:

dl  oT dx N oT dy N 0T dz
dt  ox dt dy dt 9z dt

(3.3)
\ W, Wiy
y
6
)

ST Wi o

X de>
77777, 7777777777 77
T, T(x) > T,

Figura 3.2: Campo estacionario de temperatura. En una funciéon de campo estacionaria con
gradiente, se pueden registrar cambios respecto al tiempo si hos movemos en el campo en que la
funcién esta definida.

La expresidn (3.3) tiene la forma de un producto escalar, esto es, la suma de los
productos entre componentes homodlogas. Las componentes homélogas de los
vectores gradiente de T y velocidad del observador (w). Por ello, en notacion
tensorial, se tiene:
dT
- W VT
(3.4)
La ecuacién (3.4) dice que si nos movemos en un campo donde una determinada
magnitud estacionaria tiene gradiente, podemos medir variaciones de dicha
magnitud respecto al tiempo, salvo que nos movamos perpendicularmente al
gradiente. Si sumamos ahora la variacién explicita de T con el tiempo, la expre-
sion (3.4) se generaliza como:
dT  oT
a o Te It
(3.5)

Donde el primer sumando del segundo miembro representa la variacién de T a
coordenadas constantes, o “local”, y el segundo término representa la variacion
de T a tiempo constante o “convectiva” (debida al movimiento).
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Si los observadores son las particulas de un fluido que se mueve en el campo
genérico de temperaturas, la velocidad w sera la velocidad del flujo, es decir v.
Esta seria la variacién total respecto al tiempo que registra o “siente” una parti-
cula de fluido o, lo que es lo mismo, un observador montado sobre ella. Esta
variacion total se denomina derivada material y se simboliza con la letra D:

DT 0T
bt o T vt
(3.6)
Para graficar el significado de cada término de la expresion (3.5) y su especiali-
zacion en la (3.6), imaginemos un rio que corre, un pescador en una canoa y
peces que se desplazan en el agua. Si el pescador midiese la variacién de la
cantidad de peces que pasan debajo de su proa durante algun tiempo, mediria
diferentes cantidades segun su movimiento: si estuviese anclado mediria la
derivada parcial respecto al tiempo, es decir a coordenadas constantes o “local”;
si se estuviese moviendo impulsado con su motor, estaria registrando en cada
posicion, ademas de la derivada local, la derivada “convectiva” por su
movimiento; esta medida seria la de la “derivada total”. Por ultimo, si el
pescador se dejase llevar por la corriente, como montado sobre una particula de
fluido, registraria las variaciones temporales que experimenta dicha particula, es
decir, la “derivada material”.

3.3.2 Variaciones respecto al tiempo en campos vectoriales

Si nuestro caso ahora es el de una magnitud de campo vectorial, llegar a la
expresidn para la variacidon total respecto al tiempo podria obtenerse por la
aplicacion de la expresion (3.6) a cada componente escalar. Para ser concreto y
econdmico en el proximo tratamiento, supongamos que nuestra magnitud de
campo vectorial es la que mas nos va a interesar en adelante: la velocidad de un
flujo, tal que v=yv(x,y,zt) siendo sus componentes -asimismo- funciones de x, v,
z y t. Apliquemos entonces la expresién 3.6 a cada componente de v:

Dv, O0v, v, v, v,
Dt ot T ax Tt vt

(3.7)
Dv v av. av. Jdv
Tt vt v

(3.8)
Dv, O0v, dav, av, dv,
Dt ot T ax T e T

(3.9)

Si multiplicamos la expresién (3.7) por el versor j, la (3.8) por el versor j y la
(3.9) por el versor k y luego las sumamos, obtendremos la derivada material del
vector velocidad, es decir:
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— = 62 + Vv
ot T XXt
(3.10)

La (3.10) es la expresion que debe usarse para calcular la aceleracién que una
particula experimenta en un campo de flujo. El primer término del segundo
miembro es la denominada “aceleracién local” que surge de la dependencia
explicita del campo de velocidades con el tiempo, y el segundo término es la
aceleracion convectiva que tiene que ver con la dependencia de la velocidad con
las coordenadas y se expresa como la contraccion del vector v y su gradiente
(ver puntos 2.2.1 y 2.4). Como hemos visto, éste ultimo expresa las aceleracio-
nes de las particulas aun en campos estacionarios, por ejemplo en un estrecha-
miento como el de la figura 3.3.

Alé \— A
a - —= {13
- X
X1 X2 =
v
Vx — Vz >V1

Vx =V1

Figura 3.3: Aceleracién en un campo estacionario.

La figura 3.3 muestra un canal convergente donde un flujo estacionario e
incompresible pasa con una velocidad que supondremos soélo dependiente de la
coordenada x, es decir v=vi(x) i En un canal como éste, una particula que se
encuentra en x; experimentard una aceleracion cuando llegue a x> donde su
velocidad habra aumentado para que la misma cantidad de fluido pueda pasar
por un area de flujo mas estrecha (ver item 6.5). El flujo supuesto se llamara en
adelante flujo plano y nos servirad para modelar flujos de fluidos de muy baja
viscosidad. Debe aclararse que por la condiciéon de no deslizamiento, el fluido en
contacto con las paredes del canal deberan tener velocidad nula, no obstante y
como primera aproximacion lo obviaremos.
Si las otras componentes de la velocidad son nulas, sus derivadas parciales
respecto al tiempo también, asimismo las derivadas parciales de vy respecto a y
y z también son nulas, el Unico término que subsiste de las expresiones (3.7),
(3.8) y (3.9) es
0, dv, )
ax=—vx=5vx > 0 > a= ayl
(3.11)
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Si el flujo fuera no estacionario, deberia sumarse en la ecuacién (3.11) la
derivada parcial de vx respecto al tiempo.

3.4 Velocidad de deformacioén en un flujo tridimensional

En el capitulo 1 hemos obtenido la velocidad de deformacion angular para un
flujo unidimensional suponiendo una experiencia (ver figura 1-2b) donde un
fluido se sometia a esfuerzos de corte o tangenciales. A partir de alli fue
propuesta la ley de viscosidad de Newton, que modela un hecho experimental
gue se repite para un gran numero de fluidos de importancia ingenieril. La exten-
sion de dicha ley al dominio de un flujo en el espacio, requiere un analisis de la
velocidad de deformacién angular que nosotros plantearemos en el plano para
luego inferir a las tres dimensiones.

La figura 3.4 muestra un elemento de fluido que en el instante inicial posee una
forma cuadrada y que luego de un lapso de tiempo pequeio, adquiere una forma
de paralelogramo debido a la deformacién angular causada por tensiones
cortantes. Por comodidad se ha supuesto que en el origen de coordenadas la
velocidad es cero. Una velocidad distinta de cero apareceria en las proximas
expresiones complicandolas, pero finalmente se cancelaria.

YA Tay _ (to + At)
a
P, o0 _____ 1 ffyx
A (to) :
= |
| -
jTyx b
v =18 o
< Ax _Q X
v=20

Figura 3.4: Deformacién angular de un elemento de fluido entre dos tiempos muy préximos.

Si los angulos « y S son pequefios, pueden aproximarse a sus tangentes. Luego,
la deformacién angular total es:
b

a
y=a+ﬁ=E+E
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Donde los segmentos a y b, que son los desplazamientos de los puntos del
cuadrado situados sobre los ejes coordenados, se obtienen multiplicando las
variaciones de las velocidades respecto a las coordenadas, por los incrementos
de las coordenadas entre el origen y el punto que se ha desplazado. Es decir,
para el caso del punto P que se desplaza el segmento a en la direccion x en el
lapso de tiempo 4t, la velocidad que al mismo le corresponde es la componente x
de la velocidad cuyo valor depende de su variacion en y y la modificacién que
sufre la coordenada desde el origen hasta el punto P, es decir 4y:

0vy Av, vy

1
5 =y = oy O - v n() =0, vy +A4y) = Ay =

Del mismo modo, el desplazamiento b en la direccién y que sufre el otro punto
extremo considerado (el Q), se debe a la componente y de la velocidad cuyo
valor depende de su variacidén en x y la modificaciéon de esta coordenada desde el
origen hasta Q, es decir 4Ax. Luego:

=24 b—(avx)AAtl b (22) axac
Vo= Ay Ax y 0x x

La velocidad de deformacion angular la obtendremos haciendo el cociente incre-
mental entre y y el tiempo, estableciendo su limite cuando el incremento de

tiempo tiende a cero. Debe tenerse en cuenta que y (ty)=0 porque el elemento
no estd deformado angularmente. Entonces:

dy _ lim 1 (avx) v, _[Ovy | Ovy\ .
dt ~ At-0 At|\ady At +{5x ) 8= dy T ok ) T Yy T Ve
(3.12)

Del mismo modo puede mostrarse que en los planos (x,z) y (y,z) las velocidades
de deformacién angular son:

: v, 0, : : ovy, 0y, :
v = (Gt Ge) = Ve Vo = <a—z+ﬁ I

Un elemento de fluido también puede deformarse sufriendo elongaciones o
acortamientos. Por ejemplo, un elemento en la posicién x; de la figura 3.3 que
inicialmente es cuadrado, debe estirarse en la direccidon del flujo y adelgazarse
en la direccién transversal para poder pasar por el area estrechada correspon-
diente a la posicion x.. La figura 3.5 muestra una elongacion como la que se ha
mencionado. Por definicion la deformacion es el cociente entre el alargamiento y
la longitud original que, referida al tiempo, nos dara la velocidad de deformacion
en la direccién x. Luego:
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de  lim 1 [(avx) At] B (avx) -
dt  At—>0 At [\ox ~ \ox) T "

(3.13)
YA
7Y_0 """"""""" ’:
2 I
Txx : —= Txx
v | -
/.~'< Ax ﬂ ak=—X
v=20

Figura 3.5: Deformacion lineal de un elemento de fluido entre dos tiempos muy préximos.

De la misma forma puede determinarse que
. v, : av,
Eyy = E y o €zz = (az>
(3.14)

Veremos luego en el capitulo 6, qué condicién de compatibilidad deben cumplir
las velocidades de deformacidn lineal en el caso de fluidos incompresibles.

Luego, las velocidades de deformacion angular pueden definirse indicialmente
como:

: avi 617] . ] ] .
Vi = =+ i=123;j=123;coni+j

an E)xl-
(3.15)
y las velocidades de deformacién longitudinal como:
~ v .
&j = 6_x] ; i=j=1,2,3
(3.16)

De donde se desprende que estas componentes son simétricas, dado que las
componentes ij son idénticas a las ji. Cuando /i es distinto de j tenemos las
componentes no diagonales que miden las deformaciones angulares en los dife-
rentes planos, mientras que los elementos diagonales (cuando /i = j) miden las
deformaciones longitudinales en las direcciones de los ejes coordenados. Vere-
mos en el item 3.6 que las velocidades de deformacidon dadas por las expresiones
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(3.15) y (3.16) son parte de un tensor simétrico que sera de utilidad para exten-
der a tres dimensiones la ley de viscosidad de Newton.

3.5 Velocidad de rotacion en un flujo tridimensional

Si volvemos a la figura 3.4 y asignamos signos positivos a los giros antihorarios
y negativos a los giros horarios, el giro que implica el angulo « sera negativo y el
que impone el angulo g sera positivo. Luego, la suma algebraica de dichos giros
nos dara la rotacién neta como cuerpo rigido, es decir exceptuando las deforma-
ciones. Un analisis sobre los mismos instantes del item 3.4 y el posterior pasaje
al limite, nos dara las siguientes expresiones que llamaremos velocidad de rota-
cion sobre los tres ejes coordenados, vistos desde sus direcciones positivas:

\
dvy,  0vy

0x ady

dv, Oy, >
- (G2-%) [ e-1xv

_ [0y, Ovy
®»=\8y " 0z) |
(3.17)

Las rotaciones son las componentes del vector rotacién o “rotor de la velocidad”
como indica la expresiéon (3.17). Este vector también suele llamarse vorticidad y
es muy importante porque cuando vale cero, estaremos en presencia de un flujo
no rotacional o irrotacional. Estos flujos son caracteristicos de fluidos de muy
baja viscosidad o, idealmente, viscosidad nula. Porque la rotacién de un
elemento de fluido sélo es posible por la accion de esfuerzos de corte sobre su
superficie dado que sélo estos pueden producir momentos respecto a su centro
de gravedad. Las fuerzas masicas pasan por dicho centro y los esfuerzos
normales que actlan en caras opuestas, son fuerzas que tienen la misma linea
de accién produciendo un momento neto nulo. Mas adelante veremos esta
cuestion con mas detenimiento.

W,

>
<
I

3.6 Tensor velocidad de deformacion y tensor velocidad de
rotacion

Hemos visto que las componentes del tensor velocidad de deformacién y del
tensor velocidad de rotacidn, estan expresados en términos de los gradientes de
velocidad. Por ello, si aplicamos la propiedad de expandir un tensor en la suma
de un tensor simétrico y otro antisimétrico (ver ecuacion 2.3) al tensor gradiente
de velocidad, tendremos:

1
@2+@@U+5@2—@@5

N| =

Vp=-=
(3.18)
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Donde la parte simétrica se denomina “tensor velocidad de deformacion” y la
parte antisimétrica se llama “tensor velocidad de rotacidon” o “tensor vorticidad”.
Asi:

(3.19)

(3.20)

Las componentes del tensor vorticidad por encima de la diagonal principal, son
las velocidades promedios de rotacidn segun las direcciones positivas de los ejes
coordenados, mientras que las componentes antisimétricas corresponden a las
velocidades promedios de rotacién segun las direcciones negativas de los ejes
coordenados, naturalmente de distinto signo pero de igual moédulo. Esto tiene su
razdn en que una rotacién horaria vista desde una cara de un elemento plano, es
antihoraria si la observamos en la cara opuesta.

Finalmente, el desplazamiento entre dos instantes de tiempo de un elemento
fluido puede expresarse como: un desplazamiento como cuerpo rigido, mas una
rotacidn como cuerpo rigido, mas una deformacion longitudinal y otra angular.

3.7 Lineas caracteristicas de un flujo

En el analisis de problemas de Mecanica de Fluidos usualmente es util tener una
representacion del flujo a través de lineas caracteristicas. Estas lineas son
basicamente tres: las lineas de corriente que muestran la direccion instantanea
del flujo donde cada punto de las mismas estan ocupados por distintas particu-
las; las lineas de trayectoria o camino de una particula dada vy las lineas de traza
que se obtienen por todas las particulas que en diferentes tiempos pasaron por
una posicion dada, el mejor ejemplo de lineas de traza son las plumas de humo
que surgen de un cigarrillo encendido. Las lineas de corriente y las de traza
tienen un valor mas experimental que analitico, aunque las trataremos desde
este punto de vista para un caso muy sencillo. En los flujos estacionarios las
lineas de corriente, las lineas de trayectoria y las lineas de traza coinciden.

3.7.1 Lineas de corriente

Las lineas de corriente, como se ha dicho, muestran la direccionalidad del flujo
instantdaneo y se definen como las lineas que pasan tangentes a los vectores
velocidad de las particulas, por lo cual es condiciéon natural que no haya flujo a
través de estas lineas 2. La figura 3.6 muestra el entorno de una particula cuya
velocidad es v tangente a la linea de corriente a la cual pertenece, en dicho
entorno el arco de curva infinitesimal en la direccién del flujo puede represen-

2 Los contornos sélidos que confinan un flujo son también lineas de corriente porque no hay flujo lo atraviesen.
En rigor y debido a la condicién de no deslizamiento, lo seran para las particulas separadas infinitesimalmente
del contorno.
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tarse por el vector dr que es colineal con la velocidad. La relaciéon entre los
modulos de los vectores dr y v, se cumple también entre sus componentes, por
ello:

dr  dx dy dz

v Uy v, 1
(3.21)

La ecuacién (3.21) constituye la base para la determinacion de las funciones
instantaneas de las lineas de corriente.

La figura 1.11 muestra un campo de velocidades donde puede notarse facilmente
las lineas que surgirian de unir los extremos iniciales de los vectores en direccidn
tangente a los mismos. Estas lineas serian lineas de corriente.

Por ejemplo, supongamos el siguiente campo de velocidad en el plano (x,y)
v=[x/(1+t)] i + [y/(1+2 t)] ] , podemos obtener la funcion y=f(x) de la linea de
corriente que pase por el punto (xg,¥o) para el instante inicial t=0. Tomando la
igualdad (3.21) segun corresponda y utilizando una variable auxiliar “s” para
escribir las ecuaciones como un sistema, se tiene:

dx X dy y

s * T d+o’ ds Y T (+20

_linea de
~ ‘corriente
~

Y-

Figura 3.6: Linea de corriente y vector velocidad de flujo para una particula dada. El vector
velocidad y el vector longitud de arco son proporcionales.

Separando las variables e integrando con t constante,

S S
) = C 0
(1+1t) Y 280 112 ¢)
Luego, para x=xo Y y=yo en s=0 (donde empieza la linea de corriente, el arco de

curva es nulo), manteniendo t sin especificar, resulta C;=xoy C2=yo. Por ultimo,
eliminando el parametro s resulta la funciéon linea de corriente:

x = C;exp
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" T 1 2¢

_ (x )” 1+t
Y = Yo Xo i
Dicha ecuacidén expresa la linea de corriente que pasa por el punto (xo,Yo) para
todo tiempo. La figura 3.7 muestra estas lineas para tiempos anteriores y poste-
riores al tiempo inicial. Cuando el tiempo tiende a infinito, la linea de corriente

toma la forma de una parabola acostada y para t=0, ésta es una recta a 45°.

YA
t:71/6 t=—1/3
t=0
t=1/3
t=1
t—co
Yo
=
0 Xo X

Figura 3.7: Lineas de corriente para diferentes tiempos que pasan por el punto (xg, o).

3.7.2 Lineas de trayectoria o camino de particula

Como lo expresa el titulo de este subitem, el camino de una misma particula a lo
largo del flujo es también una linea caracteristica. Como trayectoria, las
ecuaciones para su determinacion son las clasicas ecuaciones de la cinematica:

dx
_ -

_dy _dz
Codt !

.vz_a

Vx Y oodt

(3.22)

Para el campo de velocidad del ejemplo del item anterior, si quisiésemos conocer
el camino de particula de aquella que se encuentra en (xqyo) para t=0, lo
podemos obtener aplicando las ecuaciones (3.22);

d«  x dy —~  y
dt - " T A+ A Y T a+20

x = C(1+t), y= CA+2t)Y?
(3.23)

Para la condicién inicial dada, las constantes C; y C: resultan xo y yo respectiva-
mente, luego, eliminando t, se tiene:
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1/2

_ <2x 1)
Y = Yo X

En la figura 3.8 se encuentra graficada esta linea.

YA

Linea de traza

Linea de corriente

___-= Camino de la particula

Yo

0 Xo X

Figura 3.8: Linea de corriente, linea de traza y camino de particula para el ejemplo tratado.

3.7.3 Lineas de traza

Como se ha dicho, estas lineas corresponden a la sucesion de particulas que en
algun instante anterior han pasado por una posicién prescripta. Para el caso de
flujo plano que venimos analizando, la linea de traza de todas las particulas que
en algun instante han pasado por (xo,y0), poseen lineas de trayectoria que
responden a la ecuacién (3.23). Es decir que, para toda particula que se
encuentra sobre una linea de traza en el tiempo t>0, en algun instante previo
debid pasar por el punto de referencia, en este caso (xo,y0). De acuerdo a ello,
podemos escribir la ecuacion (3.23) como:

xo = Ci(1+8), yo= CGQA+2)Y*, <t

Luego, las constantes de integracion correspondiente a cada particula que ha
pasado por (xo,y0) en un dado tiempo anterior a t, representado por ¢, seran:

_ Xo _ Yo
“Tdry T Teap 05
Introducidas en la (3.23) tendremos:
X (1+1) v (142012 -
S Ta+p 0 YT Taszpm

(3.24)
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La ecuacion (3.24) es la forma paramétrica de la linea de traza, donde el para-
metro es ¢ En este sencillo ejemplo es posible eliminar el parametro de modo de
expresar la (3.24) como una funcién del tipo y = f(x) para cada tiempo. Esto es:

(y )2 3 (1+2¢)
Yo 14+2[(1+¢6) (xo/x) — 1]

(3.25)
El caso particular de la expresion (3.25) cuando t=0, se encuentra graficado en
la figura 3.8. Fisicamente, las lineas de traza reflejan el comportamiento de las
lineas de corriente antes del tiempo especificado, en este ejemplo antes de t=0,
mientras que el camino de particula refleja dicho comportamiento para tiempos
mayores al analizado.

Ejemplos sencillos
Como un ejemplo podemos decir que una bandera flameando (figura 3.9) esta
indicando la direccién instantdanea del flujo que interacciona con ella. Como
superficie sélida podemos imaginarla como una sucesién de lineas de corriente
(ver nota 2 al pie de la pagina 47).

Figura 3.9: Bandera argentina flameando por la interaccion de un flujo libre de aire. Las lineas de
union de los pafios celestes y el blanco son claramente lineas de corriente.

La figura 3.10 por su parte, muestra el humo que emana una vela para
iluminacién en los instantes posteriores a ser apagada. Las llamadas “plumas” de
humo configuran lineas de traza ya que en cada punto se encuentra una
particula de humo distinta, pero todas ellas surgidas de un mismo punto en
tiempos distintos, anteriores al de la fotografia. En la figura 3.10-a puede verse
un flujo de humo bastante erratico, no asi el que se muestra la figura 3.10-b.
Ello se debe a que la fuerza impulsora del flujo es la fuerza ascensional por la
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diferencia de densidades 3. En el caso a), la vela recién ha sido apagada, el humo
esta caliente y la fuerza ascensional es relativamente alta produciendo, al
principio, un flujo caracteristicamente “laminar” o de bajo nimero de Reynolds “.
La persistencia de la fuerza ascensional acelera el flujo de modo que cambia el
régimen de laminar a “turbulento” o de alto nUmero de Reynolds. En el caso b),
el fendmeno es el mismo, pero con un humo que ya se ha enfriado, su densidad
ha aumentado y la fuerza ascensional se ha reducido, por eso la longitud del
tramo laminar es mayor y la zona turbulenta mas chica, ambas comparadas con
el caso a).

Figura 3.10-a: Plumas de humo (lineas de traza) Figura 3.10-b: Plumas de humo (lineas de
emanadas de una vela recién apagada traza) emanadas de una vela apagada
(caliente). enfriandose.

3 En el capitulo 5 se verad el fenémeno de flotacién de un cuerpo sumergido en un fluido como fenémeno
descriptible en términos de la diferencia de densidades entre el cuerpo y el fluido.

4 El nimero de Reynolds es el valor de una relacidén adimensional entre pardmetros fisicos y la velocidad de un
flujo (o vV D/u) que, para flujos laminares es pequefio (dominan las fuerzas viscosas) y para flujos turbulentos
es alto (domina la inercia). Ver capitulos 7-12.
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Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)
8)

9)
10)
11)

12)

Demuestre que de una funcion de campo escalar se puede obtener una
variacion respecto al tiempo.

Defina “derivada total respecto al tiempo” y “derivada material respecto
al tiempo”. éSon cosas distintas o una es la particularizacién de la otra?
¢Qué significado fisico tiene una variacion local respecto al tiempo de una
magnitud fisica? Ejemplifique.

¢Qué significado fisico tiene una variacién convectiva respecto al tiempo
de una magnitud fisica? Ejemplifique.

Proponga un ejemplo de flujo estacionario donde exista aceleracién y
exprésela simbdlicamente.

Exprese las velocidades de deformacidon angular para un flujo en el
espacio.

Exprese las velocidades de deformacidn lineal para un flujo en el espacio.
¢Qué magnitudes de un flujo se encuentran expresadas en la parte
simétrica del tensor gradiente de velocidad?

¢Qué magnitudes de un flujo se encuentran expresadas en la parte
antisimétrica del tensor gradiente de velocidad?

Defina y exprese matematicamente las lineas de corriente, de traza y de
trayectoria. Diferencie una de otras aportando ejemplos.

¢Qué caracteristicas tienen las lineas de corriente, de traza y de
trayectoria en un flujo estacionario?

En flujos no estacionarios, équé lineas de flujo no pueden verse a través
de imdagenes instantaneas?
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Pagina intencionalmente en blanco.
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CAPITULO

Tensiones

en Medios

Continuos

4.1 Introduccion

En este cuarto capitulo daremos inicio a la dinamica de fluidos para lo cual estu-
diaremos de manera particular las fuerzas por contacto —-o de superficie- que
actlan en las areas que rodean un volumen de un medio continuo. Estas fuerzas
las expresaremos en términos de su intensidad por unidad de area a través de
un vector, para tener en cuenta la direccionalidad de dicha magnitud. Este es el
primer tema de la dindamica de fluidos, que nos permitira luego expresar las leyes
de la Mecanica para medios continuos aplicables a volimenes macroscopicos —en
su formulacién integral- o punto a punto en su formulacién diferencial.

4.2 Principio del momento lineal para un medio continuo
deformable

El principio del momento lineal o segunda ley de Newton para una particula o
cuerpo ! rigido en traslacién, la expresabamos en nuestros estudios de Mecanica
Introductoria como:

1 Se define como “cuerpo” a una porcién de materia perfectamente delimitada por superficies a través de las
cuales no hay intercambio de masa. Es decir: un cuerpo posee masa constante.
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dp _ d(mu) \
E = T =ma = Eﬂ'externas

i=1

(4.1)
Es decir: la variacion respecto al tiempo de la cantidad de movimiento lineal de
un cuerpo en traslacién, es igual a la suma de las fuerzas externas que actuan
sobre él. Siendo constante la masa del cuerpo, la expresién (4.1) toma la forma
mas conocida de la segunda ley de Newton en los estudios de Mecanica Intro-
ductoria, esto es, “masa de un cuerpo por su aceleracion, es igual a la fuerza
neta externa obrante sobre él”. Los casos en que el cuerpo sea deformable o
cambie su masa porque hay un flujo de ésta desde el medio ambiente hacia el
cuerpo, o desde éste hacia el medio ambiente, seran motivo de estudio en este
libro.
Comencemos expresando la ecuacion (4.1) para un cuerpo como el de la figura
4.1 cuya forma y tamafo es variable con el tiempo. Las fuerzas que actuan sobre
él podemos discriminarlas en dos tipos: fuerzas de volumen y fuerzas de superfi-
cie; es decir, fuerzas que actian sobre cada particula parte del volumen total del
cuerpo, incluso a distancia sin necesidad de contacto del cuerpo con otro, y
fuerzas que actuan a través de las areas que lo rodean -todas o parte de ellas- y
siempre por contacto del cuerpo con otro u otros cuerpos. Por ejemplo, si nos
erguimos sobre el suelo en una posicidon de reposo, las fuerzas que actian sobre
nosotros pueden dividirse en: nuestro peso distribuido en cada una de nuestras
partes constitutivas, el aire que nos circunda presionandonos sobre toda nuestra
area circundante con una fuerza neta nula y la fuerza normal que el piso nos
hace para equilibrarnos en la direccién vertical, a través de la superficie de las
suelas de nuestros calzados.

Figura 4.1: Un cuerpo continuo deformable con masa constante.

Ahora bien, si el cuerpo en andlisis es el de la figura 4.1 (de masa constante),
que al ser deformable posee distintas velocidades, el problema es expresar el
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momento lineal total del cuerpo para colocarlo en la expresidén 4.1. No existe una
velocidad que sea aplicable a la totalidad de la masa, por lo cual —es evidente-
gue el momento lineal total sera la suma del momento lineal de cada particula:
dp =vdm =y pdV 2 Luego:

dp d

d_; = E Vm(t)p vdV = F yotumen t Esuperficie

(4.2)

Donde Vm(t) representa un volumen de medio continuo con “masa constante”
gue no intercambia materia a través de su superficie. De ahora en adelante lo
llamaremos volumen material y es el que implicitamente utilizabamos en Meca-
nica introductoria al definir un cuerpo. Es decir que, las leyes de la Mecéanica tal
cual las conocemos, estan expresadas sobre cuerpos de masa constante, ocu-
pando -por lo tanto- un volumen material. El area que rodea a un volumen
material la llamaremos “area material” y la simbolizaremos con Am(t). Genéri-
camente hablando, toda superficie a través de la cual no haya intercambio de
materia serd una superficie material.

En Mecanica, las Unicas fuerzas de volumen con las que trabajamos son las
gravitacionales que, al estar distribuidas, pueden expresarse como una integral
tomada sobre el volumen. Asimismo, las fuerzas por contacto o de superficie
también la podemos expresar como una integral sobre el area total, del que
llamaremos “vector de tensiones”. Esta posibilidad para la fuerza de superficie
permite considerar todas las posibles variantes en magnitud y direccion de las
fuerzas sobre cada elemento de area, con relacién a la orientacidon que estos
tengan (ver figura 4.1). No es lo mismo una fuerza actuando sobre un elemento
cuya orientacion es paralela a ella, que la misma fuerza actuando sobre un
elemento orientado en angulo respecto a ella. La figura 4.2 muestra este hecho
donde se ve que la compresidn en el caso ‘a’ se convierte en compresion y corte
en el caso 'b’.

n

A4

a) b)

Figura 4.2: a) Fuerza actuante en un plano perpendicular a su direccién: la fuerza sélo tiene
componente en la direccion normal al plano (compresién). b) Fuerza actuante en un plano
orientado respecto a ella: la fuerza posee componentes en la direccion normal al plano (compre-
sién) y sobre éste (corte).

2 Ver nota al pie en la pagina 6, Capitulo 1.
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La ecuacidén 4.2 puede entonces expresarse de manera completa en términos
integrales o macroscépicos, aclarando que la derivacidn respecto al tiempo
tomada sobre una cantidad evaluada en un volumen material, es una derivada
material y la expresaremos con la letra D.

D
v pvdv = f png+f t(n)dA
Dt Jyme vm(t)

Am(t)
(4.3)

La ecuacion (4.3) se denomina Principio del Momento Lineal para un cuerpo
continuo deformable, donde la integral de superficie expresa la fuerza total por
contacto en funcién del vector de tensiones cuya definicion es la siguiente:

oy AF_dF
t@ = fim 2=

(4.4)
El vector de tensiones definido como en (4.4) describe el efecto que en un punto
tiene la porcidén de fuerza por contacto aplicada, con referencia a la superficie y a
la orientacidn relativa que el elemento de area tiene respecto a la direccidén de la
fuerza. Un analisis pormenorizado de este hecho tendra lugar en la siguiente
seccion.
La necesidad de trabajar con magnitudes de fuerzas por unidad de area surge
del hecho experimental que una misma fuerza no produce igual efecto sobre un
medio, si actla sobre una porcién de area mas pequefa o una mas grande. Por
ejemplo, una fuerza de 50x103 [N] puede romper por traccion una barra de
acero de bajo carbono de 1 [cm?] de seccidon, pero no hard lo mismo si la barra
traccionada posee una seccion de 5 [cm?]. Esta ultima rompera cuando la rela-
cion fuerza sobre area en su seccion recta alcance el mismo valor de rotura que
en la primera (50x107 [Pa]); ello implicard una fuerza mucho mas grande: cinco
veces mas grande. Por esto, la resistencia de los materiales sélidos estd expre-
sada en fuerza por unidad de area y aun fuerzas pequefas actuando en areas
muy pequefas, pueden vencer la resistencia del material. Las herramientas en
punta o con filos muy agudos son un ejemplo de aprovechamiento de este fené-
meno natural.

4.3 Vector de tensiones

La expresion (4.4) define el llamado vector de tensiones que, como hemos dicho,
depende no sélo de la fuerza actuante en un punto sino también de la orienta-
cion del plano que lo contiene. Este no es un concepto facil de comprender, no
obstante, haremos el intento de ponerlo en claro imaginando una barra sélida
traccionada.

Si quisiésemos conocer el esfuerzo en el punto interior “a” de la barra
traccionada de la figura 4.3 tendriamos que descubrirlo —ponerlo a la vista- de
modo de poder determinar las fuerzas que a través del medio continuo se
transmiten sobre él. Una forma es cortando imaginariamente la barra y, por
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ejemplo, considerar el punto a perteneciente a la parte de abajo de la barra.
Dicha parte de abajo, por ser parte de un todo en equilibrio, debe estar en equi-
librio. Para que ello sea expresado por un diagrama de cuerpo aislado, éste debe
contener el efecto que la parte de arriba tiene sobre la de abajo que es la trans-
mision de la fuerza F para equilibrar a la fuerza -F.

F i
A
O
t(n)
R
e e
r |al [s ""j a s 7 al s
K
= yF
777777777 ten)
_E V—E
a) b) c)

Figura 4.3: Vectores de tensién en un punto de una barra traccionada, vistos desde un plano
transversal a la direccidn de la fuerza y desde las dos caras del mismo.

Para la direccion y sentido elegidos, cuando vemos desde arriba al punto
contenido por el plano r-s, la direccién normal de éste coincidira con el versor k.
Luego, asumiendo la barra muy esbelta, podemos pensar que la fuerza F esta
distribuida uniformemente en el drea transversal A:

AF
tm) = lim—==—k = Tk = t(k)
(4.5)

Como puede verse, el vector de tensiones obtenido sélo tiene componentes
segun la direccion normal 3, a la intensidad de dicha componente -es decir T;-
mas adelante la llamaremos tensidn principal, al plano r-s plano principal y a la
direccién de n, direccion principal. El vector t(n) es uno de los vectores de
tensidén que pueden evaluarse segun los planos coordenados.

Si repetimos el andlisis considerando al punto a perteneciente a la parte de
arriba de la barra, deberiamos realizar un diagrama de cuerpo aislado como el
que muestra la figura 4.3-c. En ese caso la fuerza actuante en el punto a es la -F

3 Se sugiere ver el video del autor desde el siguiente enlace:
https://drive.google.com/file/d/1Dyemecf0G37BBilJ8-xN3UgSHn Gn25Di/view?usp=drive link
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y el plano r-s tendra una normal -n. Luego y por las mismas consideraciones
anteriores:

t = li AE_F ky =T k
tn) = lim -2 =2 (=) = Ti (- k)

(4.6)
Comparando las expresiones (4.5) y (4.6) se desprende una relacidn muy

importante que aprovecharemos en adelante:

tm) = —t(-n)
(4.7)
Podriamos analizar también que esfuerzo actia sobre a cuando lo consideramos
parte del plano p-g, un plano inclinado un angulo é respecto al plano r-s. La
figura 4.4 muestra este corte y el diagrama de cuerpo aislado de la parte inferior
de la barra. El vector de tensiones para el plano p-g, considerando distribucion
uniforme de F sobre el area inclinada, sera:

Ve umdE L F sk =T cos8 k= (- k) t(k
L) = fin 55 = o k= eos0 & = Tucosd K= 1) (0
=n"-[k t(k)]
(4.8)
E
u
T :
NI
T a S
N
q
B —
-F -F

Figura 4.4: Vector de tensién en un punto de una barra traccionada, visto desde un plano orientado
respecto a la direccion de la fuerza.

La inspeccidon de la ecuacion (4.8) pone de manifiesto que t(n*)+ t(n), ademas

de notarse que el primero posee componentes segun la direccién normal al plano
p-g y segun una direccién yaciente en él. Es decir, segun el plano p-g, el punto a
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no solo siente traccidén sino también corte 4; las intensidades de estos esfuerzos
surgen de proyectar t(n*) sobre las direcciones normal y tangencial:

o= tn) -n"=T, cos@ cos§ = T, (cosB)?
(4.9)

A T
T= tn) -t=T, cosO senl = ?1 sen 20
(4.10)

Por ultimo, la expresidn (4.8) muestra que el vector de tensiones segun un plano
orientado respecto a un plano coordenado, puede determinarse en funcién del
vector de tensiones que actla sobre el plano coordenado. En este problema
simple de esfuerzo unidimensional, el vector de tensiones para el plano orientado
puede obtenerse multiplicando escalarmente el versor normal por la diada
formada entre el versor k y el vector t(k). Esta relacion sera generalizada a las
tres dimensiones en el item 4.4.

Las denominaciones oy 7 se de las tensiones normal y tangencial respectiva-
mente son clasicas en la Mecanica del Sélido y vamos a tomarlas momentanea-
mente para los desarrollos que siguen. Debemos aclarar que todo lo realizado es
valido para cualquier medio continuo, tanto sélido como fluido.

La apariciéon de tensiones cortantes en planos oblicuos al plano principal r-s
produce distorsiones angulares que, en el caso de los fluidos, si no estan
compensadas, lo pondran en movimiento. Por ejemplo, un liquido en un reci-
piente cilindrico en reposo, carece de esfuerzos tangenciales en las particulas
que lo componen porque el recipiente genera reacciones sobre la superficie del
liguido anulandolos. Si el recipiente desapareciese de un instante a otro, el
liguido se derramaria porque las tensiones predichas por la expresién (4.10), lo
pondrian en movimiento >. Obviamente, este caso seria el opuesto al de la barra
analizada porque el liquido se encuentra en compresién, una compresion
creciente cuanto mas cerca del fondo nos encontramos.

En el caso de los sodlidos, por ejemplo, los aceros ductiles, la traccidn de una
barra como la de la figura 4.3 llegaria a la rotura si la fuerza alcanzase una
magnitud lo suficientemente grande. Esta rotura se produce en la forma de copa
y cono porque quienes superan la resistencia del material en ese estadio de
carga, son las tensiones de corte, de las cuales las mas elevadas se producen en
planos a 45° del eje de la barra.

4.3.1 Circulo de Mohr

Las tensiones en un punto segun diferentes planos de andlisis presentan valores
distintos que se relacionan a las tensiones principales. En el estudio de la barra
traccionada hemos visto como para un plano en angulo respecto al plano princi-

4 Se sugiere ver el video del autor desde el siguiente enlace:
https://drive.google.com/file/d/1gcCN4YWKMM17wGwI6Aloo2WNUpB84AOd/view?usp=drive link
5 Se sugiere ver el video del autor desde el siguiente enlace:

https://drive.google.com/file/d/1sY WnGbIiHRsOXxMIGu7YMmgRUgljAkc4/view?usp=drive link
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pal, las tensiones normal y tangencial pueden escribirse en términos de la
tensién principal T; (ver ecuaciones 4.9 y 4.10). Las ecuaciones (4.9) y (4.10)

son las formas paramétricas de oy 7 en funciéon de T; y 6 que obra como el

parametro. Si eliminamos 6, obtendremos una expresién que vincule sélo oy 7
con T;. Por ello, utilizando la identidad trigonométrica (cos#)? = Y2 + 2 (cos 26),
se tiene:

2
o=

+% (cos 20) = (0 — E) = % (cos 20) = (0 - E) = (%)2 (cos 26)?

1
2 2 2

que sumado miembro a miembro con la 4.10 elevada al cuadrado, deviene en

(-2 +e-@G)
(4.11)

La (4.11) es la ecuacidon de una circunferencia que vincula los valores de las
tensiones normales y tangenciales que aparecen en planos oblicuos respecto al
plano principal. La circunferencia tiene un radio T:/2 y esta centrada en T:/2 en
un sistema de ejes donde la abscisa sea el eje de oy la ordenada sea el eje de .

Tmax

T

estado tensionado
segun el plano u-v

Figura 4.5: Circulo de Mohr para el punto “a” de la barra traccionada de las figuras 4.3 y 4.4.

La figura 4.5 muestra la circunferencia surgida de (4.11) en la cual cualquier
punto de ella indica el estado tensional en un plano girado respecto al plano
principal, un angulo igual a la mitad del girado en la circunferencia. Por ello, un
giro de 90° en la circunferencia corresponde a un giro de 45° en la barra. Si
giramos 90° desde el punto (7;0) hasta el punto (T7:/2,T:;/2), alli nos
encontraremos con maxima tensién cortante cuya magnitud es igual al radio de
la circunferencia. Ademas, convengamos en que un giro opuesto al sentido del
reloj en la circunferencia, corresponde a un giro en el sentido del reloj en la
situacion real.

Todavia mas, si giramos 180° en la circunferencia llegaremos a un corte en la
barra que corresponde al plano u-v en la figura 4.4. Segun la circunferencia
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(estamos en el origen de coordenadas) en el punto a segun dicho plano, el
estado tensional es nulo, cosa que es coherente con el hecho de que sobre ese
plano no hay carga alguna actuando en a.

El circulo de Mohr -0 en este caso la circunferencia de Mohr- es una propiedad
grafica de los tensores simétricos con componentes reales y fue muy utilizado en
la Mecanica del Sélido en tiempos en que no era posible el calculo. Realizando el
circulo a escala podian medirse segmentos que, a escala, representaban las
magnitudes de las tensiones en un punto segln una orientacién dada.

Volviendo a la figura 4.5, hemos mostrado que la misma encierra informacion
tensional de un sistema plano de tensiones, donde en una direccién principal la
tension es nula. Podriamos demostrar sin mucho esfuerzo que, si en el plano u-v
existiese una tensién principal no nula de intensidad T, por ejemplo, de traccién
y menor que T, la circunferencia de Mohr seguiria la siguiente ecuacién y se
veria como en la figura 4.6:

T, + T,\* , (T1 — T2>2
(4.12)

T\

Figura 4.6: Circulo de Mohr para un estado biaxial de tensiones en un punto de un medio continuo.

Y para un estado triaxial de tensiones principales en un punto de un medio conti-
nuo, se tendra ademas de la (4.12), las siguientes ecuaciones:

T, + T3\° T, — T3\°
(a—¥)+12=(¥>

2 2
(4.13)
T, + T3\* , (TZ—T3)2
(U 2 ) = 2
(4.14)

Si suponemos que T; > T> > T3 y que todas son de traccion, los tres circulos se
veran como en la figura 4.7.
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T A e

Figura 4.7: Circulo de Mohr para un estado triaxial de tensiones en un punto de un medio
continuo®.

4.3.2 El continuo solido: el solido elastico lineal

Vale la pena en esta parte del desarrollo de nuestra Mecanica, dedicar un item al
sOlido elastico lineal que es la idealizacion de muchos materiales sélidos que se
emplean rutinaria y masivamente en la ingenieria. La experiencia que hemos
analizado traccionando la barra de la figura 4.3, es muy apropiada para definir el
solido elastico lineal en términos de dos parametros materiales que surgen
directamente de las mediciones que pueden realizarse. En efecto, es un hecho
experimental que la barra se deforma estirdndose por la accién de la carga y
ésta es funcion del alargamiento. Si se grafica la relacion F/A (es decir la tension
principal) respecto a la relacion 4L/L, (esto es la deformacién en la direccién del
eje de la barra), muchos materiales, fundamentalmente el acero y practicamente
todos los metales, presentan una funcionalidad lineal entre estas magnitudes
medidas. La figura 4.8 muestra este hecho para dos materiales donde se ve que
la pendiente de la recta es un parametro que distingue o diferencia un material
de otro. Esa pendiente se denomina “modulo eldstico” o “mddulo de Young”, sus
dimensiones son las mismas que las de la tensién y lo simbolizaremos con E.

La respuesta elastica lineal tiene un limite, mas alld del cual el material cede
deformandose incluso con disminucion de tensién y mas adelante el material se
rompe en dos partes. Dentro del denominado campo elastico el hecho experi-
mental plasmado en la figura 4.8 nos habilita a modelar tal comportamiento
como:

T1 = F &1
(4.15)

Esta es la expresidon mas simple de la ecuacion constitutiva para solidos elasticos
lineales llamada “ley de Hooke".

6 Se puede demostrar que los puntos de las zonas interiores de los circulos de Mohr, como los contenidos en el
triangulo curvilineo TsT:T:, representan el estado tensional del punto analizado segln planos de direccidn
arbitraria, es decir no paralelos a ninguin eje coordenado.
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v
F . N
(T1)I A Q}{D \'\
o, o0
S ¢
\&\fz’}
tan6, = E;
(]
tan 92 = Ez > El
61

'
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L—0(€1)

Figura 4.8: Diagrama tensién-deformacion para dos materiales traccionados. La linealidad del
diagrama permite definir al sélido elastico lineal. La pendiente de las rectas es un parametro
elastico que identifica al material.

Se define entonces a un solido elastico lineal (ideal) con las siguientes
caracteristicas basicas:
1) Homogeneidad: posee la misma estructura en todas sus partes
2) Isotropia: posee las mismas caracteristicas de resistencia en todas las
direcciones. Dicho de otro modo, de cualquier barra que se corte en
cualquier direccion de un trozo de sdélido mas grande, se obtendran los
mismos resultados experimentales.
3) Linealidad eldstica: las tensiones y las deformaciones poseen una relacion
de proporcionalidad lineal como lo indica la expresién (4.15).
4) Independencia de la respuesta elastica respecto a la velocidad de aplica-
cion de la carga.
5) Recuperacion de la forma inicial cuando cesa la carga.
6) Deformaciones pequefias.

Durante el proceso de carga y alargamiento en la direccién del eje de la barra,
son observables acortamientos en las direcciones transversales, acortamientos
que, en el campo de comportamiento elastico, son proporcionales al
alargamiento en la direccion principal, es decir:

&2 &3
— = == (<0
& &
(4.16)
La constante C es menor que cero debido a que siempre las deformaciones en las
direcciones transversales son de distinto signo respecto a la que genera la carga

considerada. Puede definirse entonces, un segundo parametro eldstico llamado
“coeficiente de Poisson” que simbolizaremos por la letra griega v:

& &3

Yy = —— = ——

&1 &
(4.17)

O lo que es lo mismo:
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Ty
82 = 83 =_V£1= _VE

(4.18)
Surge entonces la sorpresa que, a pesar de un estado uniaxial de tensiones, hay
un estado triaxial de deformaciones, con lo cual un circulo de Mohr para las
deformaciones en el plano de las direcciones principales 1 y 2 que se corres-
ponda con el circulo de tensiones presentado en la figura 4.5, se veria como en
la figura 4.9.
Como el circulo de Mohr es una propiedad de los tensores simétricos de compo-
nentes reales, el circulo para las deformaciones corresponde a la parte simétrica
del tensor gradiente de desplazamiento (por analogia ver item 3.6), cuyos
elementos no diagonales son la mitad de la distorsidon angular total. Por ello en la
figura 4.9, en la abscisa van las deformaciones longitudinales y en la ordenada la
mitad de la deformacién angular. Se ve que la maxima semi-deformaciéon angular
es el radio del circulo, es decir:

Ymax _ &1 — & 1 [Ty T, _ Ty _ Tmax
2 2z T2 E_<_vf)]_ﬁ(1+v)_ g (V)
Vmax
Yo\ 2
=
€2 &

Figura 4.9: Circulo de Mohr para las deformaciones en el punto ‘a’ de la barra traccionada de las
figuras 4.3y 4.4.

De donde surge entre el primer y ultimo término de la lista de igualdades que, la
constante de proporcionalidad entre tensiones de corte o tangenciales y las
correspondientes deformaciones angulareses G = E/ [2 (1+Vv)]. G es el denomi-
nado “moddulo eldstico al corte” que tiene su analogo para fluidos en la
viscosidad. Luego y en general:

(4.19)
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4.4 El tensor de tensiones

El objetivo de este item es el estudio de la relacion del vector de tensiones en un
punto segun una direccidn cualquiera respecto a los vectores de tensién segun
las direcciones coordenadas. Algo ya hemos visto en el item 4.3 que ha sido
expresado en la ecuacion (4.8); esa relacién unidimensional la generalizaremos a
las tres dimensiones a través de lo cual quedara definido el “tensor de tensiones”
gue sera fundamental en los desarrollos subsiguientes.

La estrategia tedrica consiste en el planteo del principio del momento lineal en
un volumen macroscopico pequefio que luego lo haremos tender a cero gradual-
mente. La figura 4.10 presenta dicho volumen con una forma apta para el poste-
rior analisis, una forma tetraédrica cuyas caras se orientan segun las direcciones
coordenadas y segun la direccion genérica identificada por n.

Dado el tamano reducido del volumen tetraédrico, podemos expresar ciertas
integrales aplicando el teorema del valor medio cuando apliquemos la ecuacién
(4.3). Para ello expresaremos el volumen material 4V como un tamafio genérico
afectado por un factor de forma, es decir, AV = o(t)-L3, donde L es una longitud
caracteristica apropiada para AV. Esto es:

D
o (Pra® I?) = (Pgam 1?) + f t(m da

Am(t)

(4.20)
La linea superior en algunos factores de los integrandos, significa que ese factor
es un valor promedio en el volumen. La integral de superficie ha quedado
expresada como tal dado que se quiere realizar un analisis sobre ella,
especificamente sobre el integrando. Si tomamos el limite para L tendiendo a
cero, los términos de volumen tenderan a cero mas rapidamente que los de area,
porque son infinitésimos de orden superior respecto a estos ultimos. Por ello, el
primer término del segundo miembro se anulard; es decir, aquellos términos que
dependen de la masa —-por ende, del volumen- se anulan. Respecto al primer
miembro, éste se volvera cero conforme L tiende a cero debido a que -L- es
independiente del tiempo, es decir:

lim | 2 (pva(t) 1)] = lim |12 %(ﬁ a(t))] =0

L-0L Dt
Luego, tendremos:

lim ttn)dA= 0
L=0 Jamey ~
(4.21)
La ecuaciéon (4.21) expresa que, en el entorno de una particula de un medio
continuo sujeto a cargas, las fuerzas de superficie estan en equilibrio porque no
hay masa para acelerar. Debido a que nuestro analisis lo haremos sobre el vector
de tensiones, debemos extraerlo de la integral y, para ello, volvamos a la (4.20),
dividamos miembro a miembro por L? y tomemos el limite para L? tendiendo a
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cero. El resultado respecto al miembro de la izquierda y el primer término de la
derecha es el mismo que el dado anteriormente: se hacen cero. Luego, la
expresion resultante es:

1
lim — tn)dA= 0
Am(t)

1250 [2

(4.22)

Figura 4.10: Volumen material pequefio de forma tetraédrica para el analisis de la relacion entre
los vectores de tension segun los planos coordenados y el vector de tensién segdn un plano
orientado.

Si volvemos ahora a la figura 4.10, podemos expresar la ecuacion (4.22)
mediante el teorema del valor medio. Expresemos el area caracteristica y gené-
rica L2 como el area del tetraedro en el plano octaédrico, 4A,, lo cual facilitara el
analisis posterior. Es decir:

im o [£@) 44, + 6D 44, + 6= 44, + £ 44, ] = 0
(4.23)

Donde nuevamente la linea superior en los integrandos significa un promedio, en
este caso un promedio en las areas. Teniendo en cuenta la relacidon entre las
areas del tetraedro, dado que las areas en los planos coordenados son la proyec-
cion del area octaédrica, se tiene:

AA, = (ﬂk) AAy; AAy =(n-j) A, ; AA, = (EE) AAy

(4.24)
Luego:
Lim |6 44, + 6D (- D) A4y + () (- )) Ay + D) (- K) A4, | = 0
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Simplificando el area octaédrica que divide y multiplica en todos los términos, la
evaluacion del limite sélo hara que los valores promedios tomen los valores en el
punto.

t + @ Dt=H +@ PNt +@ k) t(-k)=0

Luego, teniendo en consideracién la igualdad (4.7) y sacando como factor comun
el producto escalar con el versor n:

t@ = -t=D; th= —-tl=); tk=-t(=k)

tm = n- [i (@) +j tG)+k t(k)]
(4.25)

El corchete de la expresidon (4.25) es un tensor de segundo orden porque surge
de la suma de tres diadas. Cada diada -a su vez- surge del producto entre el
versor de un eje coordenado y el vector de tensién que actlda en el punto segun
el plano coordenado que define dicho versor. Obsérvese que la (4.25) es una
generalizacién de la ecuacidon (4.8); en efecto, dicha ecuaciéon se obtuvo para el
caso de cargas mas sencillo posible. El corchete se denominara “tensor de
tensiones” y veremos seguidamente cuales son sus elementos constitutivos.

La figura 4.11 muestra como ejemplo el plano (y,z) y el vector de tensién
actuante sobre él que es el t(i). Dicho vector puede expresarse en sus compo-
nentes como:

t(@) = Tl +Txyj + Ty k

(4.26)

Figura 4.11: Vector de tension actuante sobre el plano (y,z), descompuesto en sus tres compo-
nentes.

donde T, Tx Y Txz SONn las componentes escalares del vector de tensiones segun

el plano (y,z) y se denominan tensiones. El primer subindice indica la direccién
normal del plano coordenado y el segundo subindice expresa la direccién en la
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gue actua la tensién; en el subitem siguiente convendremos la interpretacién de
valores positivos y negativos de las tensiones. Considerandoque i =1+ 0j +0
k, la primera diada del corchete de la expresién (4.25), sera:

Txx Txy sz
it@=10 o0 0
0 0 0

(4.27)

Del mismo modo, podemos generar las otras dos diadas que luciran como sigue:

0 0 0 0 0 0
jt)) = [Tyx Tyy Tyl k t(k) = [0 0 0 ]
O 0 O sz sz Tzz

(4.28)

El corchete completo de la (4.25), esto es el tensor de tensiones, surge de sumar
las diadas de las expresiones (4.27) y (4.28):

Txx Txy sz
T = Tyx Ty Ty
sz sz Tzz
(4.29)
Por ultimo, la expresidon (4.25) puede escribirse como:
tw)=n-T
(4.30)

4.4.1 Convencion de signos para las tensiones

Las componentes del tensor de tensiones, en tanto numeros reales, pueden ser
positivas, negativas e incluso nulas. El signo de las tensiones representara su
sentido en la direccién en las que actuan, pero ello requiere que convengamos lo
positivo y lo negativo en términos del plano en el que obran las tensiones.
Diremos que una tension cuyo valor es un numero positivo sobre un plano con
normal positiva, se dirigird en el sentido positivo de la direccion en la cual actia.
Una tensién de valor negativo sobre un plano con normal positiva, se dirigira en
el sentido negativo de la direcciéon en la que actla. Las figuras 4.12 a) y b)
esquematizan tal convencién de lo que se desprende que las tensiones de la
figura 4.11 son todas positivas.

Luego, en un plano con normal negativa las tensiones positivas apuntaran en el
sentido negativo de las direcciones en las que actlen vy, las tensiones negativas,
apuntaran en el sentido positivo de sus direcciones. Las figuras 4.12 c) y d) lo
esquematizan.

Entre las figuras 4.12 a) y c) se ve que las tensiones normales positivas son de
tracciéon y entre las figuras 4.12 b) y d) se ve que las tensiones normales
negativas son de compresién.
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Figura 4.12:

Esquema para la definicion de la convencidn de signos para las tensiones normales y tangenciales.
Los esquemas a) y b) corresponden a tensiones sobre planos con normal positiva y los c) y d), a
tensiones actuantes en planos con normal negativa.

4.5 Principio del momento angular y simetria del tensor de
tensiones

De la misma manera en que hemos procedido en 4.2 para expresar el principio
del momento lineal para un medio continuo, deformable y de masa constante,
procederemos para expresar el principio del momento angular que, en palabras,
dice: “la variacién total respecto al tiempo del momento angular de un cuerpo,
medido respecto a un origen inercial, es igual a la suma de los torques medidos
respecto al mismo origen”. Es decir:

n
dL
—_| = ZMi| externos
dtlp 4 - — o

i=

En el caso del volumen material de la figura 4.1 y tomando como origen el punto
‘0O’, tendremos:

=<

D
Dt _ngdef prng+f r X t(n)dA
vm(t) vm(t) Am(t)

(4.31)

Aplicando ahora la ecuacién (4.31) a un volumen material pequefio, haciendo
uso del teorema del valor medio y de la misma manera que en 4.4, tendremos:

D, _
D& X P a)L?) = (fTxpga® L3)+Lm(t) r X t(n) dA
(4.32)
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donde los términos con la linea superior expresan valores promedios en el volu-
men material pequefio. Andlogamente, si tomamos el limite para L tendiendo a
cero, los términos que dependen del volumen se haran cero (el primer miembro
también se anula por las razones discutidas en el item 4.4 para llegar a la
ecuaciéon 4.21), quedando la siguiente expresion:

lm | Tximdd=0
m(t)

(4.33)
gue dice que en el entorno de una particula los torques por fuerzas de superficie
estan en equilibrio, porque no hay masa que acelerar angularmente. Si recorda-
mos la estatica de fuerzas no concurrentes, ésta nos ensefia que para un sistema
no concurrente de fuerzas en equilibrio (ver ecuacién 4.21), si el torque neto es
nulo respecto a un origen, lo es también respecto a cualquier otro origen. Luego,
la expresién (4.33) podemos analizarla cualitativamente en un elemento de
fluido como el mostrado en la figura 4.13, cuya forma cubica y tamafio
diferencial son apropiados. Ello debido a que, si lo orientamos segun los planos
coordenados, se veran los vectores de tensidon que actlan en el punto segun
dichos planos, es decir: t(i), t(i), t(k) y sus opuestos.

z T dz
[E(_i)] I Ty [L(i)]
|
: sz /y
T, o T
Tix : Xz AT i
< - - ! - |~
S e | Tex
sz‘: L ’_, __________
<--- .7 T.
n=-i | o7 teTER //4;51
| dx __J%d:\) ;‘-x'

Figura 4.13: Volumen material diferencial para la comprobacién de la simetria del vector de
tensiones.

La figura 4.13 para no confundir el esquema, sdlo muestra el vector de tensiones
en las caras perpendiculares al eje x. El sistema de fuerzas —-no concurrentes-
dadas por el producto de las tensiones por las areas sobre las que actian cumple
con la ecuacion (4.21), es decir, cumple con el equilibrio de traslacion. Para que
dicho sistema cumpla con la ecuacién (4.33), es decir el equilibrio de rotacién, el
torque neto que producen las fuerzas respecto a cualquier punto debe ser nulo.
Elijamos el centro del cubo elemental como referencia de torques y veamos que
si sbélo existen las tensiones provenientes de t(i) y t(-i), dicho elemento no
cumpliria con el equilibrio ya que el par de tensiones Tx. lo harian girar acelera-
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damente respecto al eje y y las tensiones T, harian lo propio sobre el eje z. Por
lo tanto, para que se satisfaga la ecuacién (4.33) deben existir las tensiones T«
sobre las caras con normales k y -k que generen un torque opuesto sobre el eje
y; del mismo modo deben existir las tensiones T,x sobre las caras con normales j
y —] de modo que generen un torque opuesto sobre el eje z. Para satisfacer el
equilibrio de torques deberda cumplirse que T,x= Ty Y Tzx= Txz. Similarmente
puede demostrarse que T,,=T,,. En general puede decirse que T; = T;, es decir
gue el tensor de tensiones resulta ser simétrico.

Este hecho natural, que, por supuesto se cumple en cualquier sistema coorde-
nado, es muy importante —entre otras cosas- para explicar algunos fendémenos
relacionados con fallas de materiales anisotrépicos (materiales que resisten en
forma distinta segun la direccion de la carga) en direcciones que no son aquellas
donde se sabe actuan las tensiones mas grandes. Por ejemplo, es comun que
cilindros de madera veteada torsionados, se rajen en la periferia y en la direccion
del eje. Ello ocurre porque la madera veteada o fibrosa -anisotrdpica- resiste
menos al corte en la direccion de las fibras que en la direccién transversal a las
mismas. La torsidn introduce tensiones en planos con normal en z y con

direccién en 6, es decir T, que son maximas en la periferia del cilindro. Por la
simetria del tensor de tensiones, existen las tensiones T,; de la misma magnitud,
que acttan en planos con normal en @y en la direccion z, es decir, en planos

diametrales. Estas tensiones son las responsables de las fallas antes
mencionadas. La figura 4.14 esquematiza este caso.

|_— falla en materiales
anisotrépicos como
madera y hueso

Figura 4.14: Esquema de la falla en la direccidén del eje de barras cilindricas torsionadas. Su
explicacion en términos de la simetria del tensor de tensiones.

Los huesos se comportan de manera analoga 7, por ello cuando algun esfuerzo
de torsidon -muy comun en la tibia o peroné- supera la resistencia del hueso en la

7 Los huesos, como la madera, son materiales anisotrépicos y sus propiedades estdn en continuo cambio a lo
largo de la vida. En la referencia [21] el lector encontrara una muy interesante tesis sobre remodelacién 6sea.
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direccién de su eje, éste se fractura con una falla en dicha direccion. Como
generalmente en estos casos los esfuerzos no son puros de torsion, hay otros
esfuerzos como flexiéon y compresién que sumados a la geometria no cilindrica
del hueso hacen que la falla tenga otra direccionalidad, pero con una
componente preponderante en la direccion del eje. Las figuras 4.15, a y b,
presentan imagenes radiograficas & de un peroné y un humero que han sufrido
fracturas mayoritariamente debido a torsiones.

Fractura de peroné con
una componente
preponderantemente

longitudinal

Figura 4.15-a: Peroné fracturado principalmente por Figura 4.15-b: Humero fracturado
una fuerte torsion, clasica de un giro sin deslizamiento | principalmente por una fuerte torsidn
del pie. debida a una caida. Obsérvese la

fractura a lo largo del hueso.

4.6 Ley generalizada de Hooke

Hemos visto que, cuando un medio continuo es actuado por una tension que lo
deforma en una direccidn, en direcciones transversales se producen
deformaciones de signo contrario, proporcionales a la primera segun el coefi-
ciente de Poisson. Para generalizar lo modelado en virtud del hecho experimental
de traccionar un sdlido eldstico cuyo comportamiento es lineal en alguna regién

8 Las iméagenes estan en poder del autor y pertenecen a personas allegadas, las mismas no poseen derechos
reservados.
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de deformaciones, debemos plantear el caso en que un cuerpo cubico es traccio-
nado en las tres direcciones por tensiones -en general- distintas (ver figura
4.16).

Luego, en cada direccion la deformacién se deberd a tres causas: el estiramiento
gue produce la tension que actua en dicha direccion y los acortamientos que
producen las tensiones actuantes en las otras dos direcciones coordenadas. Por
ello:

1
& = E[Tl — v (T, + T3)]
(4.34)
1
& = E[TZ —v(T; + T3)]
(4.35)
1
& = E[T3 - v (T, + T,)]
(4.36)

Estas expresiones constituyen la generalizacién de la Ley de Hooke para un
sOlido elastico lineal sujeto en un determinado punto a tensiones principales.
Cabe destacar que, aunque supusimos tensiones de traccidén, las expresiones
anteriores son validas aun cuando algunas tensiones sean de compresién, en ese
caso dichas tensiones deben tomarse como negativas.

T;
/ :
T, <— L. _ 1 o
3
142 e / .
1 T, :
Ts

Figura 4.16: Elemento diferencial sujeto a un estado triaxial de tensiones principales.

Si el elemento cubico de fluido no sélo se encuentra actuado por un estado
triaxial de tensiones normales, sino que también se encuentra cargado con
tensiones tangenciales en sus caras, la expresion de la ley generalizada de
Hooke es la siguiente (ver figura 4.17):

79



CAPITULO 4: TENSIONES EN MEDIOS CONTINUOS

€11 = E[Tn — v (Ty + Ts3)] Y12 = < - Y21
(4.37) (4.40)
Exp = E[Tzz — v (Ty; + T33)] Y13 = < - Y31
(4.38) (4.41)
£33 = E[Tss — v (Ty; + Ty,)] V23 = < - V32
(4.39) (4.42)
Ts3
T- T22
S el T 7
JT i
23
y<—----- "Cﬁi—} Tiy
%
3 / TZl
2 /
1 Ty,

T33

Figura 4.17: Elemento diferencial sujeto a un estado triaxial de tensiones normales con tensiones
de corte en los planos.

4.6.1 Dilatacion cubica unitaria

Las tensiones tangenciales producen cambios de forma por distorsién angular,
pero, al no cambiar las dimensiones espaciales de un elemento -porque no
alargan ni acortan segmentos-, no varian el tamano del mismo. Contrariamente,
las tensiones normales alteran las dimensiones de un elemento material con lo
cual el tamafio del mismo puede no ser el mismo luego de la deformacion. Se
habla entonces de la “dilatacién cubica unitaria”.

Supongamos un elemento cubico cuyas dimensiones iniciales son dv= dx dy dz, y
luego de la deformacion sea d'V= d'x dy d’z. Por definicion las deformaciones
longitudinales seran:

d'x — dx )
gll:T 3dx=(1+811)d.x

dy — dy ,
€22 = T dy = dy

(1 + &) dy
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dz — dz

dz > dz = (1 + 833) dZ

€33 =

n ”

Se define luego la dilatacién cubica unitaria “e” como:
dV —dV  dx dydz — dxdydz
dv B dx dy dz

dxdydz[(1 + &1) (1 + &,) (1 + &3) — 1]
dx dy dz

e =

que al despreciar los infinitésimos de orden superior surgidos por la distribucién
de productos entre deformaciones, queda:

+ ey, + Ouy O OUs o py—y
e=¢& & E33 = =Tr = ‘u
11 22 33 axl axz ax3 (:) - =

(4.43)

Donde D es el tensor de deformaciones y Tr su traza o primer invariante.

Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1) ¢El concepto de volumen material estéd de acuerdo con el concepto
de cuerpo?

2) ¢Por qué razon las integrales espaciales de los diferentes balances
se toman sobre el volumen y no sobre la masa?

3) Explique con esquemas la diferencia de efectos de una fuerza por
contacto sobre un area en funcion de su orientacion relativa.

4) Defina el vector de tensiones en un punto de un medio sujeto a
fuerzas, como una magnitud relativa a la porcién de fuerza por
contacto actuante sobre un area y sus orientaciones relativas.

5) ¢Qué se requiere que suceda para que un cuerpo se deforme por la
accion de fuerzas?

6) <(Qué significa que la 2° Ley de Newton para un cuerpo deformable
en tamafio y forma, esté escrita con integrales?

7) <éQué significa que el vector de tensiones en un punto de un cuerpo
continuo dado segun una direccién, es opuesto al obtenido si la
direccion tomada es la contraria?

8) Defina la denominada tensién principal para un punto de una barra
traccionada.

9) Suponga agua dentro de un recipiente cilindrico perfecto. Suponga
que Ud. puede detener por un instante todos los mecanismos
naturales y extraer el agua del recipiente como un sélido y
depositarlo dentro de un recipiente irregular. Luego, suponga que
nuevamente actian los mecanismos naturales, que haran que el
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agua llene el nuevo recipiente hasta una altura determinada,
tomando la forma de éste. éCudles son los mecanismos naturales
que hacen que ello ocurra?

10) éQué relaciona el circulo de Mohr para un punto de un medio sujeto
a cargas?

11) éQue representa el radio del circulo de Mohr para un punto de un
medio sujeto a cargas?

12) éQué representan los puntos donde el circulo de Mohr corta el eje
de abscisas?

13) ¢éSi el circulo de Mohr para las tensiones en un punto de un medio
cargado pasa por el punto (0,0), qué significa?

14) Describa el ensayo de traccién de una barra de un material
macroscopicamente homogéneo e isotropico (como el acero) y la
propiedad material que de alli se desprende para caracterizar
elasticamente un material.

15) Establezca la ley de Hooke para el caso de traccion o compresiéon
unidimensional y defina las caracteristicas de un sélido elastico
lineal ideal.

16) Establezca la propiedad material elastica llamada coeficiente de
Poisson.

17) Obtenga la constante de proporcionalidad entre las tensiones
tangenciales y las deformaciones angulares. éPor qué el circulo de
Mohr para las deformaciones en un punto para traccidén uniaxial,
abarca parte del semiplano negativo?

18) ¢En el entorno de un punto de un cuerpo cargado, las fuerzas por
contacto se encuentran en equilibrio?

19) Caracterice las componentes del tensor de tensiones en un punto
de un cuerpo cargado.

20) Esquematice una tension T,,>0 actuando en un plano con normal
negativa y una tensién T,,<0 en ese mismo plano, pero con normal
positiva.

21) Si la convencion de signos de las tensiones en funcion del signo de
la direccion normal de un plano, fuera la opuesta, équé cambios
deberian realizarse en la ley de viscosidad de Newton?

22) ¢Qué significa fisicamente que el tensor de tensiones sea
simétrico?

23) ¢La simetria del tensor de tensiones, implica el equilibrio de los
torques de superficie en el entorno de un punto de un cuerpo
cargado?

24) Exprese la ley generalizada de Hooke y llamada dilatacién cubica
unitaria.



CAPITULO

Hidrostatica

5.1 Introduccion

Los fluidos en condiciones estaticas son motivo de estudio particularizado debido
a los fendmenos que se producen por las fuerzas de contacto del fluido consigo
mismo y/o con los cuerpos sumergidos, fuerzas que tienen su origen en la atrac-
cion gravitacional. La variacion de la presidon con la profundidad permite, por
ejemplo, su aprovechamiento para la construccion de instrumentos de medicion
de la presion, y es la causa del empuje sobre los cuerpos sumergidos que da
origen a la flotacion y el cierre o apertura de compuertas dado un cierto nivel en
un estanque.

5.2 Tensiones en un fluido en condiciones estaticas

La ecuacidon general de la hidrostatica la obtendremos a partir de la ecuacién
(4.3), es decir a partir del principio del momento lineal para condiciones estati-
cas. Esto implica que el miembro de la izquierda es nulo dado que en condiciones
estaticas la cantidad de movimiento de un fluido no cambia, es mas, en condicio-
nes de reposo, la cantidad de movimiento siempre es cero. Aclarando que en
estas condiciones el volumen material pasa a ser un volumen de control fijo, lo
mismo que sus areas limitantes, se tiene:
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0 = fpng + f t(n) dA
174 A

(5.1)
La ecuacion (5.1) representa un equilibrio entre las fuerzas de volumen y las de
superficie. La expresion oportuna del vector de tensiones devendrd dicha ecua-
cion en una ecuacion utilizable practicamente. En efecto, una particula de un
fluido en reposo sdlo recibe fuerzas de compresion, en todas direcciones y de
mayor intensidad cuanto mayor es la profundidad en la que se encuentra. Luego,
en una direccion n, el vector de tensiones tendra como magnitud la presion, la
direccién de n y el sentido opuesto. Recordemos que el versor apunta hacia
afuera y la fuerza por unidad de area es de compresién, por lo que apunta hacia
adentro (de alli el signo negativo en la ecuacion 5.2). Simbdlicamente:

t(n) = —npy

(5.2)
donde p, es un nimero positivo que se denomina presion absoluta y que medi-
remos mas adelante. El vector de tensiones para un fluido en reposo carece de
componentes tangenciales, porque de tenerlas, el fluido se estaria moviendo.
La incognita a develar es la relacion que hay entre las presiones segun una direc-
cion genérica como la n y las presiones segun las direcciones coordenadas (ver
figura 5.1).

IS
-

V4 S /.

Figura 5.1: Tensiones de compresién en una particula de fluido en reposo, segun las direcciones
coordenadas y una direccién genérica.

Si conocemos las presiones segun las direcciones coordenadas y sabemos que no

existen tensiones de corte o tangenciales, podemos escribir el tensor de
tensiones para una particula de fluido:

0 0 —D,
(5.3)
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Sabemos también por la ecuacidén (4.30) que, para una direccién dada, el vector
de tensiones es:

tn) = n-T
y por la ecuacién (2.11),
t)=n-T= Tneg
(5.4)
Dado que los elementos Tik para i # k de la (5.3) son nulos y Ti: = -px, T22 = -py

y Ts3 = -pz, la expansion de (5.4), utilizando los simbolos de las coordenadas en
lugar de los indices 1, 2, 3, quedara:

E(ﬂ) = Ny (_px) E + ny (_py)]_.“l' n, (_pz) K
(5.5)

Ademas, por la (5.2) el vector de tensiones es

E(ﬂ) = n,(-p)i+ ny (_pn)]_"l' n, (-pn) k
(5.6)

Evidentemente, las expresiones (5.5) y (5.6) deben ser iguales, de donde surge
que:
Px =Py = Pz= Pn =0D

(5.7)
La presion es la misma en todas las direcciones con lo cual todas las direcciones
que pasan por una particula de un fluido en reposo son direcciones principales;
se dice que la presidn es isotrdpica o el estado tensional es isotropico. Dadas tres
direcciones mutuamente perpendiculares, los tres circulos de Mohr (ver item
4.3.1) que podrian dibujarse colapsarian en un punto como lo muestra la figura
5.2.

Figura 5.2: Circulos de Mohr colapsados en un punto como representacion del estado tensional
isotrépico en un punto de un fluido en reposo.

Finalmente, el tensor de tensiones lucird de la siguiente forma:

-p 0 0

0 0 -p
(5.8)
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y el vector de tensiones para un fluido en reposo, como:

tn) = —np

(5.9)
Por ultimo, conviene destacar que lo realizado ha sido beneficiado por el analisis
genérico de las tensiones en un medio continuo presentado en los items 4.3 y
4.4. Sin ese desarrollo previo, deberiamos haber llevado adelante lo aqui
presentado aplicando la ecuacién (5.1) en una forma andloga a la seguida en el
item 4.4, pero sobre un volumen de forma cubica. El andlisis genérico del item
4.4 nos permitird, dando forma al tensor de tensiones, resolver diversas aplica-
ciones en la Mecanica de los Fluidos.

5.3 Ecuacion diferencial de la hidrostatica

Introduciendo la ecuacion (5.9) en la (5.1) tendremos:

0 = fpng+f—ﬁpdA
v T A
(5.10)

Como la integral de area estd tomada sobre las areas que rodean al volumen de
fluido considerado y ademas posee la forma admitida por el teorema de Gauss,
podemos transformarla en una integral de volumen y colocar las dos integrales
bajo un mismo signo integral, es decir:

0=f(pg—zp)dV
V (5.11)
5.11

La satisfaccién de la (5.11) en cualquier volumen de fluido en condiciones estati-
cas, requiere que el integrando sea nulo:

pg — Vp =0
(5.12)
La expresion (5.12) recibe el nombre de “ecuacién diferencial de la hidrostatica”,
su caracter es vectorial e implica las siguientes ecuaciones diferenciales
escalares:

(')p_ _ (')p_ ' 6p_
ax_ng' ay_pgy’ az_pgz

(5.13)
Las ecuaciones (5.13) se simplifican al extremo si uno de los ejes coordenados
coincide con la direccion de la aceleracidén gravitacional. Por ejemplo, si éste es el

caso del eje z como muestran las figuras 5.1 y 5.3, las ecuaciones (5.13)
quedaran:

o _ . P _,. 0 _ _dp
ox ' o9y ' 0z PI="4
(5.14)
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Po

I
-

©

z=0

Figura 5.3: Recipiente con fluido en reposo para la obtencion de la ley de variacion de la presion
hidrostatica con las coordenadas.

Las ecuaciones (5.14) nos dicen que la presién no depende de las coordenadas x
e y, siendo sélo funcién de z. Esto es, todos los puntos del fluido que se encuen-
tren a una misma altura estaran a la misma presion, independientemente de la
forma del recipiente. De aqui el concepto de vasos comunicantes y su utilizacion
tecnoldgica para nivelar superficies: la conocida manguera transparente llena con
agua que los albafiles utilizan para nivelar pisos entre otras cosas.

Por otra parte, la funcionalidad de la presidon con la altura la determinaremos
integrando la componente z de la (5.14).

dp
—=—pg > p=-pgz+C

dz

La constante de integracidn se evaltla con un valor conocido de la presién en uno
de los extremos del dominio de integracién. Esto depende del problema y debe
ser considerado en cada caso, pero para la figura 5.3 la condicién de borde es
que la presion en z = h debe ser la atmosférica. Esto tiene su sustento en la
continuidad de tensiones cuando la interfase es plana, ademas de suponer que
se conoce el valor de la presiéon ambiental. El reemplazo de la condicion referida
nos da como resultado que:

Pp=ptpgh—2)

(5.15)
La (5.15) muestra que la presidn varia linealmente con la coordenada z, que
aumenta con la profundidad medida desde la interfase y que la presién ambiental
se propaga a todos los puntos del fluido. Este es un hecho de suma importancia
porque si elevamos la presiéon ambiental, esta elevacion se propaga a todos los
puntos del fluido. Aunque no lo parezca, esta es la justificacién de la utilidad de
los mandos hidraulicos: generar presion en un area de contacto con el fluido para
que se propague a todo el fluido y, donde éste hace contacto con areas mas
grandes, lograr de esta manera fuerzas amplificadas. Asi funcionan los elevado-
res hidraulicos y los cilindros hidraulicos en general. Cada vez que accionamos
los frenos de nuestro automovil, lo estamos haciendo indirectamente a través de
un fluido al que le elevamos la presién al accionar un émbolo a través del pedal.
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El fluido a mayor presién actla a su vez sobre pistones que accionan las pastillas
hacia los discos de freno o las zapatas contra la campana de la llanta.

5.4 Medicion de presion con columna de liquido

En puntos anteriores hemos hablado de la presidn permanentemente y, en este
momento podemos reiterar que: “la presidon es la intensidad de la fuerza de
compresién que en un punto ejerce un fluido, a particulas de si mismo o a
cuerpos sumergidos”. Desde este punto de vista, la presién es una magnitud
intrinsecamente positiva. La cuestién es cdmo medirla, ya que -como decia
Galileo- “no hay conocimiento fisico sin medicién”.

La presidn es una variable macroscépica, que tiene un sentido estadistico
promedio, es decir, es la fuerza promedio resultante del choque sobre una
superficie de las moléculas en movimiento pertenecientes a un fluido. Como
magnitud promedio tiene una clara utilidad bajo la hipotesis de los medios conti-
nuos. Por otra parte, la ausencia de materia, la ausencia de moléculas chocando
contra una superficie, sera entonces el limite inferior de la presion: el valor cero.
El vacio es un ambiente de presion cero.

Para medir la presidon la expresién (5.15) nos ofrece la pista para hacerlo, es
decir, el efecto de una presion puede ser equilibrado por una columna de fluido
cuya altura se convierte en una medida indirecta de la presidn. Esta fue la intui-
cion de Evangelista Torricelli —un discipulo de Galileo-, que lo llevé a crear el
barémetro y con él no sélo demostrar la existencia de la presidon atmosférica sino
también medir sus variaciones y entender las variantes climaticas.

5.4.1 Barometro

Como deciamos en el parrafo anterior, Torricelli mostré que la presion atmosfé-
rica podia medirse indirectamente desde una columna de mercurio ubicada
instrumentalmente como indica la figura 5.4.

Torricelli tomd un tubo de unos 80 [cm] cerrado en un extremo y lo llend con
mercurio hasta el tope, es decir al ras de la boca. Luego, cuidando no derramar
nada, introdujo el extremo abierto del tubo en una cuba conteniendo mercurio,
dejandolo en posicidn vertical. El mercurio del tubo descendié un poco dejando
un espacio libre en su extremo superior. Como el tubo estaba inicialmente lleno,
el espacio libre que quedd luego de sumergido debia ser necesariamente un
espacio vacio, es decir sin materia. Lo que observd Torricelli es que la altura de
la columna variaba con el estado del tiempo; esto es, con mal tiempo la columna
tenia una altura menor que en los dias normales y con muy buen tiempo la
columna se veia mas alta . En un caso la presién atmosférica baja se equilibraba

1 Asi es, la altura de la columna de mercurio puede oscilar respecto a un valor medio que se toma
representativo de una presion atmosférica normal. Valores superiores indican presiones atmosféricas “altas”
coincidentes con dias de muy buen clima. Las presiones altas generan flujos de aire hacia zonas de baja presion
atmosférica (donde la columna de mercurio es mas baja que el valor medio o normal), despejando el cielo de
nubes e imposibilitando lluvias y tormentas. Estas, se produciran en las zonas de baja presion, que reciben las
nubes y el viento producto del flujo emanado de los centros de alta presidn.
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con una columna de fluido menor y en el otro caso una presion atmosférica alta
se equilibraba con una columna de fluido de mayor altura. Nosotros podemos
corroborar analiticamente esas observaciones y demostrar que la presion
atmosférica puede medirse indirectamente con la altura de una columna de
liguido.

» gx

Po Po 2=0

0
Figura 5.4: Esquema del barémetro de Torricelli para la medicion de presiones absolutas, en este
caso, la presidon atmosférica 2.

El mercurio en el tubo y la cuba es un mismo fluido comunicado en condiciones
de reposo, con lo cual debe satisfacerse punto a punto la ecuacion diferencial de
la hidrostatica:

dp
= = ~Pugg = P =—puggz+C

dz

Donde la condicidn de contorno es que, en el extremo de la columna, en su limite
con el espacio vacio, la presidon es nula. Esto se justifica con que la presion de
vapor de mercurio a temperatura ambiente es muy baja (del orden de 10 de la
presion atmosférica) con lo cual es casi imposible que haya vapor de mercurio
llenando la cavidad y ejerciendo por tanto otra presién que no sea cero. Este es
uno de los motivos por el que se utiliza mercurio y no agua —por ejemplo-, cuya
presién de vapor en las mismas condiciones es mucho mas alta que la del mer-
curio por lo que habria en la cavidad una buena cantidad de vapor de agua
variando la presidn de referencia. Luego, si en z=h, p=0

P = Pugdg (h — 2)
(5.16)

La baja presidon necesariamente implica alta humedad ambiente porque al agua le cuesta menos pasar al estado
vapor, luego, las moléculas de vapor que molecularmente pasan 18, al desplazar moléculas de aire que en
promedio pesan 29, realimentan la baja presiéon. Ademas, reducen la presencia de oxigeno y aumentan la
transferencia térmica del aire. Los dias de baja presion en verano, son por ello agobiantes.

2 En el enlace siguiente podra ver un video del autor con la materializacion del esquema de la figura 5.4.
https://drive.google.com/file/d/1hCEoQUf-Mr3WtE32WXVg5d88NpKPLZfw/view?usp=sharing
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Dado que las particulas de la interfase con el ambiente del fluido de la cuba
estan a la misma presidén que los puntos dentro del tubo que estan a la misma
altura, es decir a la presiéon atmosférica, de la (5.16) surge que:

Po = Pug Y h
(5.17)

Se establecié como valor normal de altura h de la columna de mercurio —-en
unidades actuales-, un valor de 760 [mm], con lo cual la presion normal en
unidades internacionales es de 101.023 [Pa], para una densidad del mercurio de
13.550 [kg/m3] y una aceleracién de la gravedad de 9,81 [m/s?]. Para los
calculos podemos tomar el valor de 101.000 [Pa] sin cometer errores
apreciables.

Otra razén importante para no usar agua en un barémetro, es que el agua tiene
una densidad 13,55 veces menor que la del mercurio con lo cual la altura de la
columna ascenderia a 10,3 [m]. Resultaria luego un barémetro impreciso y poco
practico .

El valor de la presién atmosférica es un dato climatico que se informa diaria-
mente, junto a la temperatura, la sensacién térmica y la humedad relativa del
ambiente. Hasta mediados de la década del 90 la presidn atmosférica era infor-
mada en milimetros de mercurio, luego y en un ajuste a las unidades del sistema
internacional, esta variable climatica se informa en “hectopascales” que se
simboliza [hPa] y equivale a 100 [Pa]. Una presion atmosférica normal seria
entonces de 1.010 [hPa].

Por ultimo, decimos que un barédmetro mide presiones absolutas, es decir con
referencia al vacio o presidon cero. Con un barémetro podria medirse la presién
absoluta de cualquier ambiente.

5.4.2 Manometro

Una vez determinada la presion atmosférica es posible medir otras presiones con
referencia a ella. Estas son las llamadas presiones manométricas que realmente
son presiones efectivas con respecto a la presion ambiental. Esta claro que
puede medirse cualquier diferencia de presiones entre dos ambientes
cualesquiera, aunque lo usual es entender un valor de presidn manométrica
como una presion diferencial respecto a la atmosfera. La figura 5.5 representa un
mandmetro de tubo en U abierto a la atmdsfera con columnas de liquido de
distinta altura en ambas ramas.

En el fluido del tubo debe cumplirse la ecuacién diferencial de la hidrostatica
punto a punto, es decir:

dp_ = = + C
dz pg p=—pgz

La valoracion de la constante surge de conocer que, en la interfase entre el
liguido manométrico y el aire ambiental, la presién debe ser la atmosférica, es
decir, en z = z>, p = po. Luego:
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Figura 5.5: Esquema de un mandémetro de columna de liquido para la medicion de presiones
relativas o manométricas. En este caso respecto a la atmdsfera.

P= P+ pg(z —2)

(5.18)

En z=z; la presidn del liquido debe ser igual a la presidn del ambiente, supuesto
relativamente presurizado respecto a la atmésfera.

Pc = Do + pg (22 —71)

Como lo que en realidad interesa es la diferencia de presion a la que llamaremos
“presidén manométrica”, se tiene:

Pm =®c — Po) = pgh
(5.19)
Nuevamente, una altura o mas precisamente, una diferencia de alturas, se
convierte en la medida indirecta de una presidon, en este caso manométrica.
Hay que destacar que p» puede ser positiva, cero o negativa, en los casos en que
la presidn absoluta de un ambiente sea mayor, igual o menor que la presidon
atmosférica respectivamente.
Es usual que en la practica ingenieril se den presiones manométricas varias
veces mayor que la presion atmosférica, por lo cual su medicién con mandémetros
de columna de liquido se vuelve impracticable por las dimensiones que alcanzar-
ian, incluso con mercurio. Por ello, en estos casos se utilizan mandmetros con
otros principios de funcionamiento. No obstante, los mandmetros de columna de
liguido permiten medir con muy buena precision presiones diferenciales de
pequefio valor. Esto se debe a que si se utiliza un liquido de baja densidad 3 (en
lo posible de baja presion de vapor a la temperatura de medicion), como
muestra la expresion (5.19) la altura diferencial de las ramas del tubo en U sera
lo suficientemente grande para medirla con precision.

3 Debe notarse que, aunque solo la densidad estd involucrada en la medicién de presiones, no deberian usarse
liquidos viscosos para los mandmetros, por la resistencia que ofrecerian al ascenso capilar. El agua y el
mercurio tienen viscosidades muy bajas y son los utilizados para barémetros y mandémetros respectivamente.
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5.4.4 Escalas de medicion de presion

Los subitems 5.4.1 y 5.4.2 establecen dos escalas para medir presiones,
una de valor para la Fisica, la llamada escala absoluta, y la otra de uso
ingenieril, la llamada escala manométrica que, si no se argumenta en
contrario, se asume que es una escala de presiones relativas a la presion
atmosférica. La figura 5.6 presenta una interpretacion grafica de ambas
escalas, donde se han marcado los valores de la presidn del vacio y de la
atmésfera en cada una.

A A
Absoluta
(fisica)
Relativa 0 manométrica
(ingenieril)
Po T Pm=0 T
p=0 = Pm = —Po =

Figura 5.6: Escalas de medidas de presion, absoluta (respecto al vacio) y manométrica (respecto a
la atmosfera (po)).

5.5 Fuerzas ejercidas por fluidos sobre superficies planas y curvas

Como hemos dicho reiteradas veces en este capitulo, los fluidos ejercen presion
sobre cualquier cuerpo sumergido en su seno, hecho que puede explotarse con
fines tecnoldgicos. Como la fuerza que origina la presion es una fuerza de
contacto, para su estudio vamos a dividir las superficies de los cuerpos en planas
y curvas.

5.5.1 Fuerza sobre superficies planas

La figura 5.7 muestra una compuerta genérica ubicada en un angulo é respecto a
la direccién horizontal. El liquido de densidad p y altura h ejerce una fuerza sobre
la compuerta que, si no existiese el tope B, haria que ésta basculase sobre A
abriéndose. Supongamos que la compuerta tiene un ancho b en la direccion
perpendicular al dibujo, luego, la fuerza que el liquido ejerce sobre ella sera:
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f—ﬂp dA
A

|
Il

(5.20)

z=0

/
7 7&\//1

Figura 5.7: Fuerza producida por la presion hidrostatica sobre una placa plana sumergida.

La solucién de la integral requiere conocer primero la distribucidon de presion, en
este caso es valida la expresion (5.15). Cabe aclarar que no siempre sera valida
la (5.15), en este caso lo es porque ha sido obtenida para un liquido en contacto
con aire a presidon normal y para un sistema coordenado idéntico al de la figura
(los valores de la presion no dependen del sistema coordenado pero la expresion
de donde se obtienen, si depende). Genéricamente hablando, cada situaciéon
problematica de este tipo requerird el planteo de la ecuacion diferencial de la
hidrostatica y su integracion con la correspondiente condicion de contorno del
problema.

Evidentemente, la fuerza F estara dada por la suma de infinitas fuerzas dF cuyo
modulo estard dado por el producto de la presién y el diferencial de area en el
gue actua. Luego, por la condicidn espacial de la figura, la integral doble en el
area total podra transformarse en una integral simple definiendo el dA como
b dz, siendo A una coordenada que corre sobre el borde de la placa y tiene su
origen en A.

Debe destacarse que en este caso la presidén atmosférica actla sobre Ia
compuerta con una fuerza neta nula. En efecto, po actia a través del liquido en
el area con normal n y desde el ambiente sobre el drea con normal -n originando
fuerzas iguales y opuestas que se anulan mutuamente. En cada problema debe
analizarse el efecto de la presién atmosférica dado que puede darse el caso en
gue actle en ambos lados de una compuerta, pero sobre areas distintas con lo
cual la fuerza neta por ella no seria cero.

El mdédulo de la fuerza neta originada por el liquido sobre la compuerta, fuerza
gque tendra la direccion y el sentido de -n, se obtiene facilmente teniendo en
cuenta la relacion entre z y A:
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h/(sen ) h2 b h? b h (hb)
pyg pg pg
= —_— b = —_— = .
F fo pg(h=Asend)bdl sen 0 2sen@ 2 sen 6

(5.21)

Donde puede notarse que el resultado es el producto de la presién debida a la
columna de liquido a la altura del centro de gravedad de la placa y la superficie
de la misma. Obsérvese que este resultado es valido para cualquier valor de @
excepto 0; en ese caso limite tendriamos la fuerza sobre un area del fondo del
recipiente y estaria dada por (pg h) multiplicado por la superficie del fondo.

Si quisiésemos conocer el punto de paso de la fuerza como una resultante,
tendriamos que aplicar la ecuacion de momento respecto a un origen, por ejem-
plo, el punto A:

(5.22)

Por la geometria del sistema analizado, el vector momento M tiene la direccién
perpendicular al dibujo y un sentido tal que veriamos la cola de la flecha. Por las
mismas consideraciones hechas para llegar a la (5.21), tenemos:

pgh’b pgh®b pgh’b
2 sen?6 3sen?6 6sen?H

h/(sen 0)
sz pg(h—2AsenB) b Adr =
0

(5.23)
Para obtener la posicidon del punto de paso de la fuerza, planteamos que:
pgh®b . _pgh®b X h
—_— = F = _— =
6 sen?0 r " Jsend =T 3sen0
(5.24)

La posicidon de paso de la fuerza se encuentra a un tercio de la altura de la placa,
que es la posicion del centro de gravedad o baricentro de la distribucién de carga
lineal que ejerce la presidon por columna de liquido.

El cdlculo del momento permite, entre otras cosas, determinar el valor de las
reacciones en los puntos A y B que equilibran la placa.

5.5.2 Fuerzas sobre superficies curvas

En el caso de superficies curvas, la integracion de la ecuacion (5.20) es compleja
y en algunos casos podria ser no resoluble, debido a que debe hacerse sobre
superficies alabeadas, de las cuales es necesario conocer sus ecuaciones. Luego,
una forma mas sencilla surge expresando el versor n en sus componentes:

E=f—deAzgf—nxpdA+jf—nypdA+Ef—nzpdA
A A T JA A
(5.25)
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E=if—pdAx+jf—pdAy+kf—pdAz
A —JA A
(5.26)

Donde Ay, A, y A; son las areas proyectadas de la superficie curva sobre los
planos coordenados yz, xz y xy respectivamente. La figura 5.8 muestra este

hecho.

z A\
Po

p

<V

X

Figura 5.8: Fuerza producida por la presion hidrostatica sobre una superficie curva sumergida. Se
ven las proyecciones de un elemento de area sobre los planos coordenados.

Por lo tanto, el calculo de la magnitud de cada componente es una integracién
sobre un area plana. La clave para resolver cada integral es poder vincular las
variables que dominan el area con la coordenada z, de la cual depende la
presién. La figura 5.9 presenta el caso de un fondo semiesférico de radio R que
utilizaremos como ejemplo para mostrar el procedimiento de integracién cuando
el cuerpo posee una geometria que lo permite.

Para empezar, diremos que nuevamente es aplicable la funcién de la presidn
dada por la expresion (5.15). Como la presion atmosférica actua desde el fluido y
desde abajo en este ejemplo, ejercerda una fuerza neta nula sobre la superficie
curva. La fuerza neta tendra un maédulo dado por:

Fz:_fpdAz:_fpg(h_Z)dAz
A A

z z
Como el drea estd dominada por la variable ry la presién por la variable z, puede
obtenerse desde la ecuacion de la superficie una relacién entre ambas y convertir
la integracidon a una operacién en una variable. En todo punto de la superficie, ry
z se relacionan por la ecuacién de la circunferencia y el diferencial de area
proyectada puede tomarse como una corona circunferencial de radio r y espesor

dar:

R2 =712+ 2z2 = z=,/(R? —12); dA, =2nrdr
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Po
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Figura 5.9: Fondo semiesférico sometido a una fuerza producida por la presion hidrostatica. Se ve
el area proyectada del casquete sobre el plano (x,y).

R
E, = —f [pgh - pg+(R? — rz)] 2nrdr
0
Separando las integrales y resolviendo con el uso de tablas, se tiene:

2
Fz=npgR2(§R—h)<0 & R < h

5.5.3 Empuje sobre cuerpos sumergidos. Principio de Arquimedes

En cuerpos totalmente sumergidos las componentes x e y se anulan porque el
fluido ejerce fuerzas iguales y opuestas en puntos a una misma altura, pero es
distinta de cero la componente z comuUnmente llamada “empuje”. El valor de éste
segun Arquimedes, es el peso del volumen de fluido desalojado; nosotros pode-
mos ahora demostrar aquello que el griego obtuvo experimentalmente. La figura
5.10 muestra un cuerpo totalmente sumergido, que por claridad lo supondremos
una esfera; la curva donde k.n=0, divide las superficies superior e inferior de la
misma. La diferencia de magnitudes entre la fuerza hacia arriba que ejerce el
fluido sobre el cascardn inferior (A2) y la fuerza que ejerce hacia abajo sobre el
cascaron superior (A;), sera el empuje. Luego:

F = j —np dA=f —n; p dA; +J —n,p dA,
A A

1 Ay

La componente z estara dada por

E=F k= j ~(k ) p dA; +j “(k np)p dA,
A A

1 2

En el cascardn superior el producto k.n;>0 en todo punto y la presién es funcién
de z, particularmente para los valores que estan por arriba de la curva que divide
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las superficies. En el cascardn inferior el producto k.n<0 en todo punto y la
presion es funcidon de z, en este caso para los valores que estan por debajo de la
curva que divide las superficies. La expresion (5.15) es valida para este analisis,
por lo cual:

E = fA - ) dd, + | p@) da,

z Az

E =f pglth—2z) — (h—2z)] dA, =pg | (z1—2) dA, = pgV
Ay Ay

(5.27)

’I/Lz

z=0

T77 7777777777 7777777777 77777 777

Figura 5.10: Cuerpo esférico sumergido sujeto a la presion hidrostatica del fluido que lo rodea. El
calculo de la fuerza neta hacia arriba sobre el cuerpo corrobora el principio de Arquimedes.

La integral del ultimo término de la expresiéon (5.27) es el volumen del cuerpo,
con lo cual se demuestra el principio de Arquimedes: “el empuje es igual al peso
del fluido desalojado.

Cabe destacar que hay casos en que se desaloja fluido y los cuerpos no reciben
empuje, o, al contrario, reciben una fuerza neta de parte del liquido dirigida
hacia abajo. La figura 5.11-a muestra un cuerpo cilindrico en posicidon vertical
gue sobrepasa el nivel de liquido y también el fondo. En estas circunstancias, el
cilindro desplaza volumen de fluido, pero no presenta areas con proyeccién en el
plano xy para que la presidén ejerza una fuerza diferencial hacia arriba: no hay
empuje. La figura 5.11-b, por su parte muestra un tapén colocado en un fondo
de recipiente. Por encima de la linea donde k.n=0, el mismo presenta un area
superior que tiene proyeccion completa sobre el plano xy, mientras que el area
en contacto con liquido por debajo de la linea mencionada, sélo tiene como
proyeccion una parte del area total proyectada, con lo cual y a pesar que las
presiones debajo son mayores, la fuerza neta se debe a la presién actuante en la
parte superior: hay empuje pero hacia abajo. Este tipo de tapones se utilizan
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como cierres de mochilas de inodoro, a los que debemos ejercerle una fuerza
para levantarlos y posibilitar la descarga.

Po Po

*o||H

P

s o,

a) b)

(S
S
]1‘3
=
I
o

Figura 5.11: Cuerpos sumergidos que no reciben empuje o que lo reciben hacia abajo a pesar de
desalojar liquido. a) Un cilindro que recibe una fuerza neta nula en cualquier direccidn, b) un tapon
en el fondo de un recipiente que recibe una fuerza neta vertical hacia abajo.

Consecuentemente, decir que todo cuerpo sumergido recibe un empuje de abajo
hacia arriba no es suficiente para abarcar todos los casos. Para generalizar
deberiamos decir: “todo cuerpo sumergido que presente mayor interaccién con el
fluido debajo de la linea donde se cumple que k.n=0, recibird un empuje de
abajo hacia arriba”. En los cuerpos que flotan, en general la linea ya no es aque-
lla donde k.n=0 sino que es la que surge de la interseccion del plano de la inter-
fase con el cuerpo.

5.5.4 Flotacion y estabilidad

El transporte por agua es una actividad antiquisima que es posible gracias a la
flotacion, pero las naves deben ser estables a ella. En el sentido vertical la esta-
bilidad se da naturalmente porque un aumento de peso de la embarcacion se
contrarresta con un aumento del volumen sumergido y por ende del empuje, del
mismo modo una disminucidon del peso se equilibra con una disminucién del
empuje. El problema mas acuciante es el de la estabilidad lateral, es decir, las
naves deben ser resistentes al vuelco. Analizaremos seguidamente la estabilidad
de flotacion de un cuerpo prismatico, para obtener una relacién bdsica que
prediga la condicion de estabilidad. En la figura 5.12 se ve este objeto de largo L.
Destaquemos que Vy es el volumen hundido del prisma cuando su eje z esta
vertical, V es el volumen hundido cuando el prisma ha girado sobre su eje v,
liberando volumen y sumando a la vez volumen. C es la posicién del bariscentro
de Vo y C’ la posicion del bariscentro de V, mientras G es la posicion del centro
de gravedad del objeto completo.
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Cuando el prisma bascula, volvera a su posicién vertical si la fuerza de flotacién y
el peso del objeto, generan un momento restaurador. En la basculacion, el
volumen inicial gana volumen de un lado y pierde volumen del otro lado. Luego:

La posicion de C’ puede obtenerse planteando momentos de primer orden

respecto al eje z, donde la linea superior indica promedios.
y

Ap | >dAp
X
Qg
SN

z

%m&

|

Figura 5.12: Cuerpo prismatico en flotacién para la prediccidon de las condiciones de flotacién
estable.

I

x|

V=§0V0+§1V:q—§2[/;9;xo=0

El/:fxdl/g—fdep
v v

g 14
donde el signo menos para el volumen perdido, tiene que ver con tomar los
volimenes como cantidades positivas. Asimismo, x = CC’ cdmo puede verse el
triangulo MCC .

dVy =dx x L tga, dAp; = L dx ; dV, = —dx x L tga , dAp, = L dx
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Siendo Arg la porcion de area de flotacion del prisma correspondiente al volumen
ganado, definida por su interseccién con el plano del nivel del liquido. Del mismo
modo, Ar, la porcidon de area de flotacidn correspondiente al volumen perdido. El
signo menos en dV, se coloca para que éste sea positivo, ya que x es negativa
en el espacio ocupado por Vp. Luego,

XV = tga f x? dApg— tga (—x?) dAp,
A

Fg AFp
CM tgaV = tgafAsz dAp; CM = IYTY

La integral del segundo miembro es el momento de inercia de segundo orden I,,
respecto al eje y del area de flotacién. Por ultimo,

= — Ly —
CM=CC+GM = GM ==3>~7CC >0
(5.28)

El punto M se denomina “metacentro” y el segmento GM, altura metacéntrica.
Esta, de ser positiva, asegura la aparicion de un torque restaurador que devuelve
el objeto flotante a su posicion vertical inicial. Ello seria posible asegurando un
elevado momento de inercia del area de flotacién, o bajando lo mas posible el
centro de gravedad del objeto completo de modo de reducir al maximo el
segmento CG. Por el contrario, una altura metacéntrica negativa, se daria
cuando el metacentro se ubique entre el punto G y el C, situacién en que una
nave volcaria ante un movimiento de ladeo.

Queda claro que el area de flotacidn rectangular es quizas la mas apropiada
debido a su elevado momento de inercia respecto al eje x, lo que asegura la
estabilidad ante cabeceos de proa-popa. Los buques de carga con forma
terminada en quilla, aseguran ser mas estables cuando mas cargados estan:
porque bajan su centro de gravedad, porque aumentan su area de flotacion y por
ende su momento de inercia.

Se dice que el arca de Noe fue sencillamente una caja destinada a flotar al
garete, una caja como la que hemos estudiado en cuanto a sus caracteristicas de
estabilidad a la flotacién. En la Biblia, en el capitulo 6 versiculo 15 del Génesis,
se dan las dimensiones que debia tener el arca: 150 (m) de largo, 30 (m) de
ancho y 15(m) de altura.

5.6 Movimiento de un fluido como un cuerpo rigido

Existen movimientos de fluidos para los cuales la posicion relativa de las parti-
culas no cambia a pesar que en conjunto se encuentran en movimiento. Es decir,
no existen tensiones de corte actuando en el seno del fluido que provoquen
distorsiones angulares o rotaciones. El fluido se mueve entonces como un cuerpo
rigido.
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Hay dos casos que tienen importancia practica dado que al adquirir el fluido un
movimiento como cuerpo rigido, toma una forma distinta a la que tiene en
reposo pudiéndose producir derrames. Estos son los casos de recipientes acele-
rados linealmente con aceleracién constante, cuya importancia se da en el diseno
de recipientes que transportaran liquidos, y los recipientes cilindricos que giran
con velocidad angular constante, cuya aplicacién la tienen en el disefio de
mezcladores y centrifugadoras en general, entre otros casos.

La razén para estudiar estos fendmenos dinamicos en el capitulo destinado a
hidrostatica, es que también pueden pensarse como casos hidrostaticos dados en
una gravedad equivalente. La ecuacién (5.12) que establece el equilibrio de
fuerzas de contacto y de volumen, deberd mudar ahora a una forma en la que se
contemple el desequilibrio que debe haber para que exista un movimiento
acelerado. La ecuacién (4.3), en este caso y para el volumen fijo, es:

i)
|
U
<
I

Dv
f — fpng+f—ﬂpdA:>0=f(—ngrpg—Zp) av
1% Dt Vv A 1% -

pg — Vp = pa

(5.29)

La (5.29) (ver item 7.2) no es otra que la segunda ley de Newton expresada
punto a punto de un fluido, donde las magnitudes de fuerzas de volumen, de
contacto e inerciales estan dadas por unidad de volumen. Segun sea a en la
(5.29), sera la distribucién de presiones en un fluido en movimiento como cuerpo
rigido.

5.6.1 Recipientes acelerados linealmente con aceleracion
constante

Este es el caso en el cual a es constante, con lo cual la expresion (5.29) puede
escribirse de una forma analoga a la (5.12) de modo que refleje un caso
hidrostatico dado por una gravedad efectiva igual a (g - a):

Vp = p(g -
(5.30)
Supongamos el caso mas frecuente en que g y a sean perpendiculares. El
despliegue de la (5.30) en sus tres componentes escalares para un sistema
coordenado donde un eje coincida con g y otro con a -como indica la figura 5.13-
sera:

dp dp dp
3. P @=0J 3, - P9
(5.31)
Luego, el diferencial total de la presion sera:
dp dp
dp =$dx + gdz= —padx—pg dz
(5.32)
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Integrando miembro a miembro entre dos puntos, donde en uno de ellos sea
conocida la presidn —supongamos la ambiental- y ademas sea el origen de coor-
denadas, tendremos:

p =py—pax —pgz
(5.33)

interfase

e
E

I

a (cte)

Qef

L b J
§ 1

Figura 5.13: Recipiente acelerado linealmente con aceleracion constante. El liquido se mueve como
si fuera un cuerpo rigido. Las superficies de presion constante son perpendiculares a la gravedad
efectiva.

La (5.33) constituye la ecuacidén de un plano oblicuo en el sistema coordenado de
la figura 5.13, cuya inclinacion esta dada por la pendiente (-a/g). Por lo tanto,
cuando el recipiente inicialmente en reposo se acelera linealmente, los planos
horizontales de presidon constante se inclinan el dngulo (-@) cuya tangente es
funcién de dicha aceleracién lineal 4. Como consecuencia, el fluido asciende en
uno de los extremos del recipiente, en valores absolutos, una cantidad:

_ ) tg 6
e =5 tg
(5.34)

Dicho ascenso debe ser tenido en cuenta cuando se disefien recipientes —-sobre
todo abiertos- para evitar el derrame cuando que lleven fluidos y sean acelera-
dos. Debemos destacar que este fendmeno ocurrira tanto en los arranques como
en las detenciones de vehiculos de carga.

Recipientes con fluido en caida libre: un caso especial

Cuando un recipiente con fluido se encuentra en caida libre, la aceleracion lineal
constante a la que se halla sometido es también la gravitacional. Luego, la
expresion (5.30) queda como:

Vp = 0 = p = constante

4 Una experiencia de este fenémeno producida por el autor puede ver se en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/file/d/18sSOdDAMGjdgmgwY¥I1J9 -callmix15z0/view?usp=drive link
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5.6 MOVIMIENTO COMO CUERPO RIGIDO

En los movimientos de caida libre no existe la fuerza normal que la base del reci-
piente transmite al fluido para equilibrar el peso del mismo. En consecuencia, el
efecto de la gravedad en reposo no aparece en caida libre: fisicamente “son
estados equivalentes al de ingravidez”, por eso la presién se mantiene constante,
como lo haria en un recipiente en reposo en un espacio sin gravedad.

5.6.2 Recipientes cilindricos que giran con velocidad angular
constante

En este fendmeno, si bien las velocidades lineales de giro dependen de la
posicion de cada particula respecto al centro del recipiente, no hay movimiento
relativo porque todas las particulas que se hallan en un mismo radio y a una
dada altura, conservan su posicién en términos de las aceleraciones gravitacional
y centripeta a las que estan sometidas °. La figura 5.14 muestra el esquema
basico donde se indican las aceleraciones en un punto genérico.

hméx

Gef H

w5

Figura 5.14: Recipiente con liquido girando con velocidad angular constate. El liquido se mueve
como un cuerpo rigido. Las superficies de presidon constante son paraboloides de revolucidn.

Del desarrollo de la (5.30) en coordenadas cilindricas, surge que:

a_p= a)ZT' a_p=0. a_p= _
ar PO 59 T B2 Py
(5.35)

Planteamos el diferencial total y su integracién, similarmente a lo realizado en el
item 5.6.1. Tomando el vértice de la interface curva (en (0,h:;)) como punto de
presion conocida, tendremos:

5 Una experiencia de este fenémeno producida por el autor puede ver se en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/file/d/1RFSpWrzzU40WeHSHL31bN 4PoU1DVxBg/view?usp=drive link
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dp dp 5
dp —adr + Edz- pw dr—pg dz
(5.36)
T'Z
p =potpwt—+pg (hh — 2)
(5.37)

En el sistema coordenado cilindrico de la figura 5.14, la expresion (5.37) repre-
senta superficies parabdlicas de revolucién (paraboloides) donde la presidon es
constante. Se ve que la presion crece con la profundidad y también con el radio
porque a mayor radio, mayor es la velocidad tangencial y por ende mayor la
aceleracion centripeta necesaria para mantener rotando a la particula. Ello sélo
es posible gracias a que las componentes de la presion en la direccion radial son
crecientes alejandose del centro del recipiente.

La altura maxima de liquido en el recipiente para evaluar un eventual derrame,
puede obtenerse de la ecuacidén del paraboloide que da la forma a la interfase,
esto es:

T‘Z
0=pw—+pg (hy — 2)
(5.38)
Si r = R, resulta que z = hnsx (Observar que es independiente de p):
2
hmax = hy + w? E
(5.39)

Para saber ademas cual sera la altura del fluido en condiciones de reposo, debe-
mos comparar los volumenes de fluido en ambos casos. Para el fluido en movi-
miento de revolucion como cuerpo rigido, el volumen sera el que quede por
debajo de la interfase, luego integrando dicha superficie en el area circular del
recipiente, se tiene:

21T R TZ RZ
Vol =j j <h1 + w? —) rdrdd = mR? <h1 + w? —>
o Jo 2g 4g

Asimismo:
RZ
Vol = mR?H = H = <h1 + w2—>
4g

de donde, teniendo en cuenta la (5.39), la altura del fluido en reposo respecto a
la altura maxima desarrollada cuando esta girando, es:

(5.40)
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Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

Un recipiente con fluido en reposo, éocupa un espacio que es un volumen
material?

éQué significa que la presién en un punto de un fluido en reposo es
isotropica?

éCudl es el sustento matematico del hecho fisico de que la presion
hidrostatica es constante en planos horizontales?

Suponga un tanque con liquido en reposo. Luego suponga que ese tanque
se cierra herméticamente dejando una camara de aire que se presuriza a
una presion varias veces superior a la atmosférica. El incremento de
presion, ése traslada a todos los puntos del liquido en reposo?

éPodria construirse un barémetro utilizando agua? {Qué ventajas o
desventajas tendria?

éPor qué los mandmetros en base a columnas de liquido no son practicos
para medir presiones manométricas mayores al equivalente a una
atmosfera?

éPor qué razén los mandmetros de las estaciones de servicio o gomerias,
no estan basados en medicién por altura de columna de mercurio?

Las fuerzas ejercidas por fluidos en condiciones estaticas sobre
superficies planas o curvas, itienen componentes tangenciales?

¢Qué condiciones deben cumplirse para que un cuerpo sumergido reciba
un empuje? (El empuje, puede ser nulo o dirigirse hacia abajo?

¢Qué condicion debe cumplirse para que haya estabilidad de flotacién en
un cuerpo?

éPor qué la forma de quilla de los buques hace que estos sean mas
estables cuanto mas cargados estan?

Pruebe que un recipiente acelerado linealmente con aceleracién
constante, es un caso hidrostatico sujeto a una gravedad equivalente.

éPor qué la caida libre de un recipiente con fluido estatico, es analoga a
una situacion de ingravidez?

En un recipiente con fluido girando como cuerpo rigido, las superficies de
presién constante no son planas. ¢Por qué?
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Pagina intencionalmente en blanco.
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CAPITULO

Balance

Macroscopico

de Masa

6.1 Introduccion

Como hemos dicho en el capitulo 2, las leyes de la Fisica y la Mecanica en
particular, todas tienen una misma estructura: el cambio total respecto al tiempo
de una determinada magnitud es igual a la sumatoria de las causas de ese
cambio.

De nuestras conocidas leyes de Fisica Mecanica, podemos citar la segunda ley de
Newton, tanto para la traslacién como para la rotacién y el teorema del trabajo y
la energia. En el primer caso las magnitudes que cambian son la cantidad de
movimiento lineal y la cantidad de movimiento angular respectivamente. Dicho
cambio estd referido al tiempo y corresponde a un cuerpo de masa constante
porque siempre lo conforman las mismas particulas. Analogamente, el teorema
del trabajo y la energia establece un cambio de energia mecanica en un cuerpo
de masa constante (también llamado sistema cerrado en Termodinamica),
cuando se ejerce sobre él un trabajo neto.

En Mecanica de los Medios Continuos (particularmente Mecanica de los Fluidos)
los cuerpos son deformables, ocupando formas, tamafos y posiciones
cambiantes con el tiempo. La aplicacién de las leyes de la Mecanica a este tipo
de cuerpos, implica su seguimiento a lo largo del espacio y el tiempo en que sus
maghnitudes fisicas cambian. Si el medio continuo es un fluido, el seguimiento de



CAPITULO 6: BALANCE MACROSCOPICO DE MASA

un cuerpo, es decir de una coleccién constante de particulas, es dificultosa y en
la mayoria de los casos poco util.

Usualmente, se requiere el conocimiento del cambio de las variables de un flujo o
de aquellas interacciones que lo modifican, en un cierto entorno o espacio en el
cual la coleccién de particulas que lo ocupa no es la misma en cada instante
(sistemas abiertos para la Termodinamica). Recipientes donde varia el fluido
contenido en términos de flujos entrantes y salientes, fuerzas interactivas locales
entre flujos y los canales que los confinan, y trabajo de bombeo en redes de
caferias, son ejemplos de fendmenos que requieren ser analizados con
formulaciones de las leyes fisicas que puedan ser aplicadas en un espacio de
analisis que no tenga por qué ser un sistema cerrado.

Luego, se requiere una formulacidn denominada de volumen de control, donde
éste sea un espacio convenientemente elegido para el andlisis. Los volumenes de
control pueden ser fijos o0 méviles, pudiéndose mover arbitrariamente y por ende
cambiando su forma y su tamafio. Particularmente, los volimenes de control que
se mueven a la velocidad del medio, no permiten que particulas nuevas entren o
salgan del mismo siendo, por lo tanto, volimenes materiales (ver Capitulo 4).
Dado que las expresiones de las leyes que elaboraremos para la Mecanica del
Continuo requieren variaciones respecto al tiempo, vamos a desarrollar una
herramienta matematica denominada “teorema del transporte” que nos permitira
cuantificar las variaciones respecto al tiempo de una determinada magnitud de
campo observadas desde un volumen de control arbitrariamente elegido. Dichas
variaciones se expresaran en términos del volumen, de las dreas que lo rodean,
de la velocidad de estas areas y las variaciones locales de la magnitud. En
resumen: en términos de cambios que se producen en el volumen vy flujos que se
producen a través de las superficies que lo rodean.

El teorema del transporte permitira, desde las formulaciones de las leyes para
cuerpos de masa constante, transformarlas a formulaciones para volUmenes de
control. En general para volimenes de control arbitrarios y particularmente, para
volumenes fijos que representan la mayoria de los casos practicos.

6.2 Teorema del transporte

Consideremos un medio continuo que se mueve con una velocidad v, funcién de
las coordenadas y el tiempo, y una magnitud escalar @ asociada al flujo como
puede ser la energia, una componente de cantidad de movimiento o la masa.
Consideremos también un volumen arbitrario Va(t) -de control- !, que se mueve
a través del medio continuo con una velocidad w en sus fronteras, en general
distinta a la velocidad del fluido y funcién de las coordenadas y del tiempo. Dada
esta particularidad, habria una velocidad relativa del fluido respecto al volumen
de control (v-w) con la cual ingresaria y egresaria masa del mismo como un flujo
neto, no solo de masa sino también de todas las magnitudes que de ella depen-

! Siempre el volumen de control para el planteamiento de las expresiones macroscépicas de las leyes, serd un
volumen arbitrariamente elegido. Por ello, decir volumen de control o decir volumen arbitrario es decir lo
mismo.
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den (cantidad de movimiento y energia, entre otras). Los casos limites de un
volumen arbitrario son: aquél en el que w=0 donde el volumen de control se
convierte en fijo, y aquel donde w=v donde éste se convierte en material. El
valor del cambio total respecto al tiempo de la magnitud extensiva @, medida en
el volumen arbitrario, dependera —como se ha dicho- de cambios en el volumen y
flujos a través de las areas que lo rodean cuando el volumen arbitrario se mueva
y evolucione en forma y tamafio, desde un instante a otro.

w(x,y,z,t)

Figura 6.1: Un volumen arbitrario moviéndose en un flujo de fluido para dos tiempos distintos. Para
hacer mas sencillo el analisis, se supuso el area total compuesta por sélo dos areas parciales.

La figura 6.1 muestra el medio continuo moviéndose respecto a un marco de
referencia inercial y el volumen arbitrario en dos tiempos distanciados un A4t. En
el lapso entre ambos tiempos, el volumen arbitrario cambid su posicidon incorpo-
rando volumen y liberando volumen debido al movimiento de sus areas que, al
moverse con velocidad distinta a la del fluido, habran hecho variar la masa
encerrada en el volumen y por ende todas las magnitudes asociadas a ella,
incluida @.

Dado que la variable @ es extensiva (su valor es el total dentro del volumen
arbitrario), la expresaremos a través de una variable intensiva ¢ —es decir, por
unidad de volumen- para tener en cuenta la variaciéon de concentracién de @.
Luego, la variacion total respecto al tiempo de &, medida en el volumen
arbitrario considerado, sera:

de d

1
¢ dV = lim — <f ¢(t+ At) dV —J o (t) dV)
Va(t+At) Va(t)
(6.1)
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En la ecuacién (6.1) se ve que no sélo estd incrementada la funcion intensiva
sino también los extremos de integracidon debido a que el volumen también varia
con el tiempo. En el instante (t+4t) el volumen puede expresarse como el
correspondiente al instante t mas el volumen incorporado, menos el volumen
liberado, con lo cual implicitamente estamos definiendo al volumen como una
magnitud positiva. Es decir:

Va(t + At) = Va(t) + Vy(At) — V,(At)

Los volumenes incorporado y liberado estan relacionados con el movimiento de
las areas que rodean el volumen arbitrario. Estas pueden dividirse en dos a
través de la curva donde se cumple que w.n=0 (ver figura 6.1). Los puntos sobre
dicha curva se mueven perpendicularmente a la direccién de la superficie por lo
que no incorporan ni liberan volumen.

Aa(t) = Ai(t) + Au(®)

La parte del area total llamada I liberara volumen, mientras la parte del area
total llamada II lo incorporara. Luego, la expresion (6.1) queda:

do d 1
¢ dV = lim —(j P(t + At) dV —f ¢>(t)dV> +
Va(t)

1
lim — (j b(t + At) dV, —f Ot + Ab) dV)
at=0 At \Jy, an) T e :

(6.2)

La ecuacidon (6.2) requiere ser analizada por partes. El primer sumando del
segundo miembro, aprovechando la propiedad de que el limite de una suma
-integral en este caso- es igual a la suma de los limites de los sumandos, puede
expresarse como:

1 _ (4D — ()
i ([ peraoa = [ soa)= [ (K

d
vae Ot 63)
6.3

Es decir, de la variacion total respecto al tiempo, el término analizado representa
las variaciones medidas a coordenadas constantes.

El segundo término del segundo miembro de la (6.2), también merece un anali-
sis particular. Comencemos con la integral extendida al volumen Vi (4t). La figura
6.2 muestra un elemento diferencial de area Ax(t), que en su movimiento en el
tiempo 4t incorpora un volumen diferencial de Vi. Ello estd relacionado con las
direcciones relativas entre el movimiento y la orientacion de la porcién diferencial
de area. Es decir, el area efectiva que incorpora volumen sera la proyeccion
sobre el plano perpendicular a la direccién del movimiento o “area transversal” al
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movimiento. Para graficar esto pongamos el siguiente ejemplo: mueva Ud. su
mano extendida en la direccién perpendicular a sus dedos, su mano incorporara
el mayor volumen posible; luego inclinela y muévala en la misma direcciéon que
antes, la mano incorporard menos volumen vy, finalmente, muévala en la misma
direccion con los dedos orientados en dicha direcciéon, en ese caso la mano no
incorporara volumen. En el primer caso, tanto la direcciéon del movimiento como
la normal a la mano tenian la misma direcciéon y sentido, en el segundo caso
formaban un angulo y en el tercer caso eran perpendiculares. Dicho de otro
modo, el area transversal al movimiento fue maxima, intermedia y cero respecti-
vamente.

Figura 6.2: Un elemento de area que rodea el volumen arbitrario incorporando volumen en su
movimiento durante un lapso de tiempo. Es importante la orientacion relativa del area respecto a
la direccidon del movimiento.

Entonces, el volumen diferencial incorporado por el area diferencial, en general
puede escribirse como:

dV” = dA”TL = dA” (EQ)L = dA” (EE)W At =

avy = (E'ﬂ) At dAy,
(6.4)
En la (6.4) el producto escalar (w.n) > 0 sobre toda el area II y puede demos-
trarse del mismo modo que el volumen liberado por el area I, en términos dife-
renciales, esta dado por

avp = —(w-n) Atd4,;
(6.5)
Habiendo definido el volumen como una magnitud positiva, en la expresion (6.5)
el signo menos compensa el valor negativo que tiene el producto escalar (w.n)
en todo punto del area I.
Reemplazando los diferenciales de volumen por las expresiones (6.4) y (6.5) en
el segundo término del segundo miembro de la (6.2), tendremos:
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1
lim — .f ¢(t+ At) dV, —f ¢(t + At) dV) =
at-o0 At < Vi(4t) ! vi(ar) :

1
lim — <f Gt + 4t) At (w - n) d4y, +f Gt + 4t) At (w - n) dA,)
4t=0 At \Jy, (t+an) A(t+4t)
(6.6)

El limite de la expresién (6.6) cuando el intervalo de tiempo tiende a cero, lleva
los valores de los extremos y del integrando a los correspondientes al instante t.
Por ello, la (6.6) queda:

1
lim — J. o(t + At) dV, —f o (t + At) dV) =
at-o At ( Vi (4t) ! vi(ar) :

6 (w-n)dd, = [ ¢ (w - n) a4

Aa(t)

f 6(t) (w - n)ddy +
App(t) Ap(t)
(6.7)

Rearmando la expresidon (6.2) teniendo en consideracidon las expresiones (6.3) y
(6.7), se tiene:

a@ df ¢ av f ad’dv+f ¢ ( ) dA
- = — —_— w-n
dt  dt Jyqe va Ot Aat)

(6.8)
La (6.8) es la expresidn general del teorema del transporte que establece que: el
cambio total de una magnitud en un espacio arbitrario se debe a cambios en el
volumen por variaciones de la magnitud respecto al tiempo a coordenadas
constantes, es decir independientemente del movimiento del volumen arbitrario,
y cambios debidos al flujo neto de la magnitud hacia o desde el volumen de
control debido a que las fronteras se mueven. Si el volumen de control es fijo,
los cambios respecto al tiempo sélo seran aquellos que se produzcan en el volu-
men por dependencia explicita de ¢ respecto al tiempo. Si ¢ no depende del
tiempo, pero el volumen de control se mueve, los cambios totales respecto al
tiempo se deberan exclusivamente al segundo término de la expresion (6.8).
Si el volumen arbitrario se mueve a la velocidad del medio, el volumen se
convierte en material puesto que no puede intercambiar masa por sus fronteras
(no hay velocidad relativa de las particulas respecto a las areas del volumen de
control). En ese caso, el teorema del transporte recibe el nombre de “teorema
del transporte de Reynolds”, donde la derivada total la simbolizamos con la letra
“D"” debido a que es una derivada tomada sobre una porcién constante de
particulas. Luego:

D& D o
— = — ¢dV=f —dv+f ¢ (v-n)dA
Dt Dt Jym ym(e Ot Am(t)
(6.9)
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Cuando la expresion (6.9) es cero, estaremos en presencia de las leyes de
conservacion. Seguidamente aplicaremos esto a la masa contenida en un volu-
men material.

6.3 Conservacion de masa y ecuacion de continuidad

Si la magnitud extensiva @ es la masa, la magnitud intensiva correspondiente
-masa por unidad de volumen- es la densidad. La expresién (6.9) en este caso
queda:

pm_2 av f L f (v-n)dd =0
Dt Dt Jyme ym(e) Ot Am(e)

(6.10)

La igualdad a cero tiene que ver con que en un volumen material la masa no
puede variar, por lo tanto su derivada total respecto al tiempo es nula. La
ecuaciéon (6.10) dice que si la densidad de un medio contenido en un volumen
material varia con el tiempo, es decir que el primer término tiene un valor, las
fronteras del volumen deberdn moverse para que el segundo término tome el
mismo valor y de sigho contrario para asegurar la igualdad a cero. Por ejemplo,
un globo aerostatico se infla poco a nivel del mar -sin tensionar la membrana-
porque cuando ascienda a alturas importantes, la disminucién de la presidn
atmosférica hara que el gas interior se expanda disminuyendo su densidad, luego
la membrana del globo debe moverse hacia afuera para compensar este cambio.
Cuando la membrana se haya tensionado totalmente, el globo no podra seguir
ascendiendo porque ya no hay manera de que las fronteras se muevan para
compensar disminuciones de densidad del gas interior.

La integral de area de la expresiéon (6.10) posee la forma admisible por el
teorema de Gauss, con lo cual puede transformarse a una integral de volumen,

f a—pdV+f Z-(pz)dV=fVm(t)[g—f+Z-(pz)]dV=0
(6.11)

Para que la ecuaciéon (6.11) se cumpla para cualquier volumen material y
cualquier medio continuo como requiere nuestro analisis genérico, la Unica
posibilidad es que el integrando sea nulo. El integrando igualado a cero se
conoce como “ecuacidn de continuidad”, “balance microscdpico” o “balance
diferencial de masa”, valido punto a punto de un medio continuo.

dp
>+t Z-(py)=0
(6.12)

Aplicando la regla de derivacién de un producto al segundo sumando de la
(6.12), se tiene
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9p + Vp+pV _Dp +pV =0
(6.13)
En el caso que el medio continuo sea incompresible, es decir, de densidad

constante, la expresion (6.13) se reduce a

V-v =20

(6.14)
La ecuacion (6.14) sera muy utilizada por nosotros dado que nos ocuparemos
fundamentalmente de flujos incompresibles. Aun tratdandose de gases, los flujos
libres a velocidades de hasta 1/3 de la velocidad del sonido, interaccionan
consigo mismo y con otros cuerpos como si fueran incompresibles. En el caso del
aire, esta velocidad limite es de alrededor de 100 [m/s] ya que la velocidad del
sonido en condiciones normales de temperatura y altitud (20°C y al nivel del
mar), es de 343 [m/s]. Mover gases a velocidades mayores a 100 [m/s] implica
generar diferencias de presion que producen cambios apreciables en la densidad.
Industrialmente, el aire comprimido se utiliza para multiples aplicaciones debido
a la gran velocidad de la corriente que se produce al descargarse a la atmésfera.
Respecto al modelado de flujos de gases a velocidades transdnicas o
supersodnicas (0,8 a 5 veces la velocidad del sonido), se requieren planteos
termodindmicos que escapan al alcance de este texto.
En el caso de liquidos, no existen aplicaciones practicas donde se produzcan
flujos a velocidades del orden de los 500 [m/s] debido a las altisimas diferencias
de presidon necesarias y a las grandes fuerzas interactivas entre flujo y estructu-
ras que ello implica (ver items 7.3y 12.2).
En el caso en que un campo de velocidades posea divergencia cero y la densidad
no dependa del tiempo, pero si del espacio, la satisfaccién de la (6.13)
demandara que los vectores velocidad y gradiente de densidad sean
perpendiculares punto a punto. Un ejemplo seria un flujo atmosférico horizontal,
perpendicular al gradiente de densidad del aire.

6.4 Balance macroscopico o integral de masa

Cuando tenemos un volumen en el que la masa contenida en cada instante es
distinta debido a un flujo neto a través de las areas, no estamos en presencia de
un volumen material. No podemos hablar de conservacién de masa en el volu-
men sino de un balance entre las variaciones dentro de éste y el flujo neto de
ingreso o egreso a través de todas o parte de sus areas. Un ejemplo muy sencillo
seria el de un balde que se vacia por un orificio en su fondo. En general, si el
volumen es arbitrario y sus fronteras se mueven con velocidad w, debemos utili-
zar el teorema del transporte en su expresion dada por la ecuacion (6.8):

d d

—f pdef —pdV+f p(w-ﬂ)dA

dt Jyae va Ot Aa(t) ( )
6.15
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Podriamos decir que el balance ya se habria encontrado, pero la expresion (6.15)
es por cierto incomoda para su utilizacién. En primer lugar es necesario conocer
la densidad y su derivada parcial respecto al tiempo en todo punto del volumen
arbitrario, en segundo lugar no aparece la velocidad del fluido y menos aidn con
relacién a la velocidad del volumen arbitrario; el fluido ingresara o egresara en
funcién de su velocidad relativa respecto a las fronteras del volumen arbitrario.
Para salvar estas desventajas de la (6.15), prosigamos el andlisis integrando la
ecuacion de continuidad en el volumen arbitrario,

dp
— 4+ - v ]dV =0
JI./a(t) [at 7 (e y)

Esto es posible porque la (6.12) se satisface punto a punto de un medio continuo
independientemente del problema macroscépico que se analice. Dado que la
(6.12) es nula, la integracion entre cualesquiera extremos, es también nula.
Luego, distribuyamos la integral y pasemos a integral de area la surgida por el
segundo término del integrando:

d
f Pav + j p (v n)dd =0
vae) Ot Aa(t)

(6.16)

El primer término de la (6.16) es el mismo que aparece en la (6.15) con lo cual
puede ser reemplazado, de modo que,

d
—f pdV=—f p (v-n)da +f p (w-n)da
dt Jyae Aa(t) Aa(t)

d

— pdV+J pllw-w) -nfda =0

dt Jyae Aa(t)

(6.17)

La ecuacién (6.17) es finalmente la expresidn del balance macroscopico de masa
donde sdlo se requiere conocer la densidad y donde aparece explicitamente la
velocidad relativa del fluido respecto al volumen arbitrario. La (6.17) expresa el
balance entre la variacién de masa contenida en el volumen arbitrario en cada
instante (o acumulacion), con la masa que esta entrando y/o saliendo en forma
neta a través de sus areas. Es decir, el primer término sera positivo en tanto los
flujos de entrada sean mayores que los de salida y viceversa. Esto Ultimo quizas
se vea mejor si reescribimos la ecuacion (6.17) asi:

d
—f pdV=—f p (v —w) nfda
dt Jyae Aa(t)
(6.18)

El corchete del sequndo miembro sera negativo para los flujos de entrada, signo
gue se compensara con el menos de la integral, haciendo que el primer miembro
sea positivo, esto es una variacién positiva de masa que implica el llenado del

115



CAPITULO 6: BALANCE MACROSCOPICO DE MASA

volumen arbitrario. De ser mayores los flujos de salida, el primer miembro sera
negativo porque el volumen arbitrario se estara vaciando.

Mas alld de su complejidad, la (6.18) refleja un hecho que intuitivamente sabe-
mos: un balde se llenara en la misma proporcidon que la cantidad de masa de
agua que entre al mismo desde la canilla. Una razén tan intuitiva que también -
por analogia- expresa un hecho financiero: la variacién de nuestros ahorros -el
primer miembro- es igual pero de signo contrario, al flujo neto de dinero ganado
y gastado en un determinado momento -el segundo miembro-.

Finalmente, la (6.17) puede hacerse aun mas sencilla si en la integral de area
s6lo tenemos en cuenta las integraciones sobre las areas donde ingresa
(entrada) o egresa fluido (salida), es decir en aquellas donde el corchete del
integrando sea distinto de cero. Hay superficies donde dicho corchete sera
siempre cero porque el fluido se mueve con la misma velocidad que el volumen
de control (v-w=0), estas seran llamadas areas materiales aun siendo interfases,
el hecho es que no hay flujo a través de ellas. En otras superficies el corchete
sera cero porque la velocidad relativa es perpendicular al versor normal al area;
estas son las superficies sélidas, también areas materiales impermeables. Luego,

d
—f pdV+f p[(g—m)-g]dAzO
dt Va(t) Aa eys(t)

(6.19)
La (6.19) es la expresion final del balance macroscépico de masa aplicable a
cualquier volumen arbitrario, independientemente de la complejidad de su forma
o la manera en que se mueve y deforma. De él obtendremos como resultados
valores promediados en las areas o en el volumen. Los ejemplos que siguen
podrian haberse planteado con una metodologia o andlisis ad-hoc, es decir
validos para esos casos pero no utilizables en la generalidad de problemas que
pueden plantearse desde la (6.19).

Vaciado de un recipiente cilindrico

La figura 6.3 muestra un recipiente cilindrico de area A, lleno con fluido inicial-
mente hasta la altura H. A partir de un instante to=0, el liquido comienza a salir
por un orificio en el fondo del recipiente que posee un area de salida As mucho
menor que A,. Podemos predecir el tiempo que demandara el vaciado del reci-
piente utilizando la expresion (6.19). La figura destaca en trazos el llamado
“volumen de control”, éste sera el espacio donde plantearemos nuestro balance
macroscépico de masa, que abarca todas las particulas de fluido que se encuen-
tran en el recipiente en cada instante. Nuestro volumen de control sera arbitrario
y movil, dado que se ird reduciendo en virtud del descenso de la interfase.

En todo problema de balance macroscépico de masa, luego de destacarse sobre
el esquema el volumen de control donde se planteara el balance, deben indicarse
las velocidades de las fronteras del mismo y los versores normales a cada
porcion de su area total.
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De todas las areas que rodean al volumen arbitrario elegido, la Unica que se
mueve es la interfase del fluido con el ambiente. En dicha area la velocidad de
movimiento es la misma que la del fluido por lo que no habra flujo de masa a
través de ella, la Unica drea donde habra flujo es la del orificio de salida, porque
las demas son areas sélidas impermeables. Luego, sabiendo que nuestro fluido
es incompresible, se tiene:

dv
— pdV+f pllw-w)-nldi =0=—+| (v -n)dd=0
dt Va(t) Aa eys(t) dt As
A,
Tn
g > z=H
| |
| lv_-fzz :
; — 7
. Lar b
1 —~=~——l I__>-4i
- |
\ ¥
- |
" Ay .
I A/ AN A
I 7777, 71 ANANNN z=0
7
n n
V= 'VS&

Figura 6.3: Recipiente cilindrico vaciandose por gravedad.

Si bien podemos recordarlo de nuestros conocimientos de Fisica Mecanica,
aceptaremos que para una altura z del nivel de liquido en el recipiente, la rapidez
de salida esta dada por:

v = LJ29z

Este resultado puede obtenerse planteando la ecuacién de Bernoulli entre la
superficie de la interface y la superficie de salida. Tal planteo tiene asidero en el
reconocimiento de que la viscosidad del fluido es muy pequefia y por lo tanto
despreciable. Dicha restriccion hara que el resultado obtenido sea valido para
fluidos de muy bajas viscosidades, entre los que se encuentra el agua. Mas
adelante, en el capitulo 9, profundizaremos sobre esto.

Si suponemos que Vvs es constante en el area (dado que la viscosidad es
despreciable) y el dV lo proponemos como una rodaja de fluido de area Ar y
altura dz, tendremos:
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av dz
— + (v - n)dd =0 = A, —

As 29z =0
at — J, P TI

La ultima es una ecuacién diferencial de variables separables, de modo que
podemos llevar todo lo que corresponde a la variable tiempo de un lado y todo lo
que lo que corresponde a la variable z del otro. Luego integrando entre extremos
correspondientes, se tiene:

A, dz ° A, dz to
As [2 gz o As 29z 0

Integrando:

Se ve que el tiempo de vaciado aumentara cuanto mayor sea el nivel inicial de
liguido y cuanto menor sea el orificio de salida. Esta prediccion puede ser muy
importante en casos en que deban vaciarse por gravedad grandes tanques de
agua con el objeto de realizar limpiezas o reparaciones diversas; en esos casos el
tiempo de vaciado puede ser lo suficientemente grande como para planificar
otras tareas mientras se produce el desaglie del agua contenida.

Reloj de liquido

El tiempo de vaciado de un recipiente dado, puede ser una unidad de tiempo
para mediciones donde esto sea necesario. Parece ridiculo hablar en estos
términos en épocas en donde los relojes digitales con precision en la centésima
de segundo son de utilizacién masiva. Pero en épocas no tan benevolentes desde
este punto de vista, la medicion del tiempo en fracciones pequeias era toda una
tarea. Los egipcios, mucho antes de la era cristiana, usaban como medida del
tiempo el vaciado de un recipiente con arena muy fina y muy seca; con estas
caracteristicas la arena se comporta casi como un fluido.

Un vaciado con velocidad constante en la interfase fluido aire, permite dividir la
altura del recipiente en divisiones uniformes de modo que entre cada una de
ellas los lapsos de tiempo sean los mismos. Para que esto sea posible, el reci-
piente ha de tener una forma adecuada porque, por ejemplo, en el recipiente
cilindrico estudiado anteriormente, la relacién entre el tiempo y la altura de la
interfase es cuadratica (H=f(t?)), lo que redundaria en una escala muy espaciada
al comienzo y muy apretada al final del vaciado.

La figura 6.4 presenta un recipiente de forma desconocida con un orificio de
descarga del fluido contenido. Utilizando el balance macroscépico de masa
podemos encontrar la forma de revolucidn del recipiente con la premisa de que el
nivel del fluido descienda con velocidad uniforme. Por las mismas consideracio-
nes que se hicieron para el recipiente cilindrico, tendremos:
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IS

V= -Vs&

Figura 6.4: Recipiente con forma de sélido de revolucidn, vaciandose por gravedad con una
velocidad de la interfase constante. Esta caracteristica lo hace apropiado para ser utilizado como
reloj.

il + dA = 0
dt AS(Z ﬂ) -

Que, para una altura genérica z a la que le corresponde un radio genérico r,
quedara:

, dz
Tr E+USAS=O

Como es una premisa del problema que la velocidad con la que desciende el nivel
de fluido es constante, se cumplird que

dz
E:_U' Vs = 429z
Luego,
5 T U\* r*
-Unr® + As\J29gz =0 = z=<AS)E

La forma del recipiente es un paraboloide de cuarto grado cuya forma dependera
del tamafio del area de salida y de la velocidad elegida para que el nivel de fluido
descienda. El tiempo de vaciado determinara la altura del recipiente (H = U t,).
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6.5 Balance macroscopico de masa en problemas estacionarios,
con fluidos incompresibles y en volumenes de control fijos

Para un volumen de control fijo donde hay entradas y salidas de un fluido incom-
presible en estado estacionario, la ecuacion (6.19) se reduce a:

| @wemaa=o
Aeys
(6.20)

Es decir, el balance de masa se transforma en un balance de caudales 2
entrantes y salientes. Si ademas los flujos son constantes en las areas y sélo
tenemos una entrada y una salida, la (6.20) nos conduce a:

Vidi = V4, =0Q

(6.21)
Que es la conocida forma de la llamada ecuacidon macroscdpica de continuidad o
ley de “velocidad-area”, atribuida a Leonardo Da Vinci quién se cree que la
descubrid empiricamente y la utilizd6 ampliamente en el disefio de acueductos
(ver figura 3.3). La velocidad varia de forma inversamente proporcional a la
variacion de la seccion de flujo. Nosotros, como parte de un “flujo humano”,
experimentamos dicha ley cuando ingresamos en las estrechas salidas de los
estadios, donde debemos poco menos que correr para balancear el flujo de
personas que se suman a los pasillos desde las tribunas.

Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1) ¢De donde surge la necesidad de utilizar volumenes arbitrarios para
plantear problemas macroscdpicos relacionados con flujos de fluidos?

2) ¢Cree Ud. que el teorema del transporte (TT) representa la variacion total
respecto al tiempo de una magnitud en un espacio arbitrario mientras
fluye hacia y desde el mismo por sus fronteras?

3) En la segunda integral del segundo miembro del TT aparece un producto
escalar entre la velocidad local de un elemento de area y su direccidon
normal, épor qué?

4) CEITT de Reynolds es un caso particular del TT general?

5) En un volumen arbitrario, énecesariamente deben moverse todas las
areas que lo rodean?

6) Establezca un ejemplo donde se verifique la conservacion de masa
macroscopica y donde se vea que los dos términos interactuantes tengan
signo opuesto.

2 Caudal de un flujo es la cantidad de volumen que se desplaza en la unidad de tiempo. En Mecanica de los
Fluidos el simbolo mas frecuentemente usado es “Q”, simbolo que aqui se adopta para coincidir con la

bibliografia general. En otras disciplinas, por ejemplo en Termodinamica, el caudal se simboliza con V.
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7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

6.5 BALANCES MACROSCOPICOS DE MASA EN PROBLEMAS ESTACIONARIOS

éPor qué la incompresibilidad de un flujo se establece desde una
operacién matematica sobre el campo de velocidades?

¢Qué importancia tiene la velocidad relativa de un flujo respecto a las
areas que rodean el volumen arbitrario o de control?

éPor qué las integrales de flujo de masa son distintas de cero sélo en las
areas de entrada y de salida de flujo?

Los flujos de masa entrantes a un volumen arbitrario, operan
positivamente o negativamente sobre la acumulaciéon de masa.

Los flujos de masa salientes de un volumen arbitrario, operan
positivamente o negativamente sobre la acumulaciéon de masa.

¢Qué implica suponer que la velocidad de salida de un flujo por el orificio
de salida de un recipiente, surge de la completa transformacién de la
energia potencial en energia cinética?

¢Qué dificultad tendria la utilizacion del vaciado de un recipiente cilindrico
como un reloj de agua?

Defina la magnitud “caudal” y establezca la ecuacién de continuidad
macroscopica.
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Pagina intencionalmente en blanco.
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CAPITULO
Balance

Macroscopico

de Cantidad

de Movimiento

7.1 Introduccioén

Frecuentemente nos interesara conocer la fuerza interactiva entre un fluido y las
paredes que lo contienen en una regidon determinada del flujo. Cuando hablamos
de fuerzas, la Fisica nos remite a las leyes de Newton, particularmente la
segunda ley a la que nos hemos referido en el capitulo 4, plantedndola en gene-
ral para un cuerpo continuo y deformable de masa constante, es decir un volu-
men material. Justamente alli radica la dificultad de emplear la expresién referida
cuando nuestro medio continuo es un fluido, porque una porcion de masa
constante es dificil de seguir a lo largo del flujo para conocer las interacciones
que modifican su movimiento en cada lugar del espacio.

Como hemos dicho, generalmente se necesita conocer la fuerza interactiva entre
un fluido y las paredes sdlidas que lo limitan en lugares particulares donde el
flujo sufre cambios en su movimiento, esto es: codos, estrechamientos, ensan-
chamientos y bifurcaciones, elementos que aparecen en toda instalacién de
fluidos, incluso en el sistema arterial y venoso del cuerpo humano. Esta es una
vision matematicamente euleriana del problema.

Para transformar la segunda ley de Newton aplicable a un volumen material
(ecuaciéon 4.3), en una formulacion aplicable a un volumen arbitrario elegido a
voluntad, haremos uso de la herramienta matematica elaborada en el capitulo 6,
denominada teorema del transporte.



CAPITULO 7: BALANCE MACROSCOPICO DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

7.2 Balance macroscopico o integral de cantidad de movimiento

Reescribamos la ecuacion (4.3) y la expresién del primer miembro en términos
del teorema del transporte de Reynolds, es decir, para un volumen material y
para la variable intensiva cantidad de movimiento por unidad de volumen pv:

D
puvdv = f png+f t(n)dA
vm(t) Am(t)

9]
=f (p—z)dV +f pv (v-g)dA
vm@e Ot am@)
(7.1)

Por otra parte, dado que aun no hemos modelado la relacién de las tensiones de
origen viscoso con las velocidades de deformacién y, dado que el balance que
gueremos desarrollar es aplicable en la mayoria de las situaciones a fluidos de
baja viscosidad como el agua, algunos hidrocarburos o el aire, entenderemos que
el tensor de tensiones s6lo posee componentes normales de compresion, esto es,
la presion tal como lo expresa la ecuacidon (5.9). Cabe destacar que dicha
ecuaciéon fue obtenida para un fluido en condiciones estaticas, pero es aplicable
también a un fluido en condiciones dinamicas e idealmente sin viscosidad.

Luego, reemplazando la ecuacién (5.9) en la (7.1) y transformando a integrales
de volumen las integrales de area mediante el uso del teorema de Gauss, se
tiene:

B d(pv)
pgav + —npdA = av + pv (v-n)dA
vm@e) Am(t) ym@e Ot Am(t)

a(pv)
pgav + —Vpav av + V- -(pv v)dv
vm) — vm(t) ym@ey Ot vm(t)

d(pv) _
+V-(pvv) —pg + Vpldi =0
vm(t) gt -

Dt Jyme

(7.2)
Para que la expresidon (7.2) sea valida para cualquier volumen material como
genéricamente estamos planteando, el integrando debe ser cero, lo que consti-

tuye una primera forma del balance diferencial de cantidad de movimiento para
fluidos inviscidos:

0(p v)
ot

+V-(pvy - pg + Zp] =0
(7.3)

La expresién diferencial (7.3) es nula, por lo que si es integrada entre cuales-
quiera extremos, la integracion también resultara nula. Recordemos que noso-
tros estamos buscando una expresion integral del principio del momento lineal
aplicable a un volumen arbitrario, por ello, integremos la (7.3) en un volumen
arbitrario genérico y luego pasemos a integrales de area aquellas que sean
susceptibles de aplicar el teorema de Gauss:
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d(pv) P
ot +V-(pry) —pg + VpldV =0
Va(t)

dlpv
f (p‘)dV+f pv (v-n)dA = f png+f -npdA
vary Ot Aa(t) vait) — Aa(t)
(7.4)

Cualquiera de nosotros podria decir que la expresion (7.4) es la formulacién del
principio del momento lineal aplicable a un volumen material que estamos
buscando. Y es asi, s6lo que su utilizacién es compleja por dos razones: necesi-
tamos conocer la cantidad de movimiento por unidad de volumen y también su
derivada parcial respecto al tiempo, punto a punto en el volumen arbitrario;
ademas, no aparece explicitamente la velocidad de movimiento de las areas que
rodean al volumen arbitrario y mucho menos la velocidad relativa -o efectiva-
del fluido respecto a estas areas, fundamentalmente las de entrada y salida. Es
decir, estos son los mismos problemas que ya habiamos tenido para obtener el
balance macroscopico de masa en el capitulo 6.

Por otra parte, la variacidn total respecto al tiempo de la cantidad de movimiento
lineal de un fluido ocupando un volumen arbitrario, estard dada segun la expre-
sion (6.8) del teorema del transporte como:

d d(pv
— | pv dV=f (p‘)dV+f pv (w - n)dA
dt Jya va@ry Ot Aa(t)
(7.5)
El primer término del segundo miembro de la (7.5) puede despejarse y reempla-
zarse en la (7.4), tal que

d

—f pde—f pz(w-ﬂ)def pz(z-ﬂ)dA=f png+f -npdA
dt Jyam Aa(t) Aa(t) vat)y — Aa(t)

o lo que es lo mismo

deV+f -npdA

Aa(t)
(7.6)

que es una primer forma mejor aplicable del balance. En la expresidn (7.6) ya no
se presentan los problemas que se presentaban en la (7.4) porque sélo aparece
la variable intensiva del balance y se hace explicita la velocidad relativa del fluido
respecto al volumen de control.

Por los mismos argumentos que esgrimimos en el capitulo 6 (ver item 6.4), la
segunda integral del primer miembro serd no nula Unicamente en las areas de
entrada y salida, el resto de las dreas son areas en general materiales, pudiendo
ser solidas o interfases. Del mismo modo, puede desglosarse la integral de la
presion en la integral sobre las areas no sodlidas (clasicamente las areas de
entrada y salida de flujo y las interfases) y la integral sobre las areas materiales

d
—f pv dV+f pz[(z—m)-n]dfl=f
dt Jyae Aa(t) va(t
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sOlidas. Estas ultimas representan la fuerza interactiva que el fluido recibe desde
las paredes obligdndolo a cambiar su movimiento.

d
—f pde+f pv [(v —w) - nldA =
dt Va(t) Aa eys(t)

J. png+f —ﬂpdA+f —npdA
Va(t) Aa no sol(t) Aa sél(t)
(7.7)

La integral de la presién sobre las areas sélidas podemos decir que es imposible
de resolver dado que la distribucion de presidn en un &rea sdlida es muy
compleja y mucho mas si la geometria es tridimensional. Imaginemos una
manguera enrollada en espiral sobre un piso muy liso; una vez que circule agua
por ella, ésta comenzard a desenrollarse hasta quedar recta. Y ello ocurrira
porque la manguera fuerza al liquido a doblar y la reaccién de éste endereza la
manguera. Esta fuerza interactiva se produce en el interior de la manguera en un
area compleja y por una distribucion de presién que se desconoce. Por ello, de la
(7.7) generalmente obtendremos como resultado el valor total de la integral de
la presidn en las areas sélidas, a la que llamaremos “fuerza” (F). Luego:

d

— png+f —npdA+ F
at Jyqe =

Aa no sél(t)

pz[(z—w)-n]dA=f

pv dV +j
Va(t)

Aa eys(t)
(7.8)
La ecuacién (7.8) es un “balance de cantidad de movimiento” aplicable a un
volumen arbitrario. Es un balance porque vincula la variacién total de la cantidad
de movimiento del fluido dentro del volumen de control en cada instante, con el
flujo neto de cantidad de movimiento a través de las areas de entrada y salida
de flujo, las fuerzas gravitacionales y las fuerzas interactivas del fluido en las
areas del volumen arbitrario, las de entrada y salida por una parte, las mate-
riales no sdlidas y con las paredes sdlidas que lo contienen.
Del mismo modo que en el caso del balance de masa (ver ecuaciones 6.17 y
6.18), podemos reescribir la (7.8) como:

deV+f —-npdA+ F

Aano sél(t)

d
- pde=—j pv[v—w) n]dA +f
dt Va(t) Aa eys(t) Va(t)

(7.9)

donde se ve que los flujos de cantidad de movimiento -primer término del
segundo miembro- actlan como fuerzas, los flujos de entrada -donde el
corchete del integrando es negativo- tenderan a aumentar la cantidad de movi-
miento del fluido dentro del volumen arbitrario, mientras que los flujos de salida
haran lo contrario.
Del mismo modo, pueden entenderse las fuerzas sobre un cuerpo como flujos
entrantes y salientes de cantidad de movimiento, segin como actuen respecto al
movimiento del cuerpo. En este sentido, existen opciones didacticas que definen
la fuerza como un flujo de cantidad de movimiento.
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7.2.1 La expresion de la presion en el balance macroscopico de cantidad
de movimiento

En las ecuaciones (7.8) o (7.9) cabe analizar la expresidon de la presién en las
integrales sobre las areas materiales sélidas y no sdlidas. Conceptualmente la
presion se mide en forma absoluta, es decir respecto al vacio, por lo tanto, en las
integrales sobre las areas de entrada y salida de flujo colocaremos la presién
absoluta del fluido. Luego, la integral que hemos llamado “fuerza”, también
resulta de una distribucién de presion compleja y desconocida sobre las areas
sdlidas. En la mayoria de los problemas practicos existe una presién ambiental
gue obra como presiéon de referencia, de modo que la presion del fluido y la
distribucién en las paredes sodlidas pueden expresarse en términos relativos o
manomeétricos. Asi:

f —ﬂpdA-i—f —npdA =
Aa no sol(t) Aa sol(t)

f — N (Pman + pref) dA + f —n (Pman + pref) dA
Aa no sél(t) Aa sél(t)

(7.10)
Distribuyendo las integrales,

f — 1N (Pman + pref) dA + j — N (Pman + pref) dA =
Aa no sél(t) Aa sol(t)

f — N Pman dA +f — N Pman dA +] — N Pref dA =
Aa no sél(t) Aa sol(t)

J — N Pman dA + ENeta
Aa no sél(t)

Es decir, queda Unicamente la influencia neta de la presion manométrica en
todas las areas, dado que la presién de referencia —que es constante- integrada
en la totalidad de las areas que rodean el volumen arbitrario, ejerce una fuerza
total nula. Es el caso de cualquier objeto que nos rodea -incluso nosotros
mismos- que estamos sujetos en toda nuestra area circundante a una presion
constante -la atmosférica- que ejerce una fuerza neta nula. Por ello, expresando
la presion en términos manométricos en las areas no soélidas, obtenemos del
balance la fuerza neta ejercida por las paredes sédlidas. El balance (7.8) puede
reescribirse como:

d
Sl opvavs|  pviw-w e
dt Va(t) Aa eys(t)
= f png+f — N Pman AA + Fyetq
va(t) Aa no sol(t)

(7.11)
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En la mayoria de los casos practicos la presion de referencia es la presién
atmosférica (po), por lo que las presiones manomeétricas las expresaremos como
pm de acuerdo a como la hemos definido en la expresion (5.19). Es decir:

d
—f pde+f pv [(v —w) - n]dA
dt Va(t) Aa eys(t)
= f png—l—f —npm dA + Fyeta
Va(t) Aa no sol(t)

(7.12)

7.3 Fuerza sobre una placa plana fija

Consideremos una placa plana fija de area A, sobre la que impacta un flujo libre
de aire en condiciones atmosféricas a una velocidad U como indica la figura 7.1.
El volumen arbitrario para el analisis en este caso es un volumen fijo (w=0 en
todas las areas) y, una vez seleccionado, serd nuestro volumen de control
(espacio en lineas de trazos).

W 7
— |
U |
—_— |
|
Pol
|
h 1P
y

Figura 7.1: Chorro de fluido impactando sobre una superficie plana fija de area A.

Obsérvese que, segln el sistema de referencia elegido, el flujo ingresa en la
direccién x. Supondremos que después de chocar con la placa fija, el flujo se
divide exactamente en dos partes que salen en las direcciones y y (-y), con la
misma rapidez U pero por areas iguales a la mitad de A. Es decir, éste es un
problema en dos direcciones que requiere el analisis de la proyeccién del balance
(7.12) sobre los ejes x e y. Multiplicando escalarmente miembro a miembro por
los versores [ y j, se tiene:

d
_fpvx dV+f P Vx (Z'ﬂ)dAzfpgde+f — Ny P dA + Fyeta x
dt 14 Aeys 14 A

no so6l
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%vay dV+Leyspvy (v -n)dd = fl/p gy av +Lnosél — Ny Pm dA + Fyeta y

Dado que el problema lo consideramos estacionario y al flujo incompresible, el
primer término del primer miembro de ambas proyecciones sera nulo, es decir,
la cantidad de movimiento del fluido dentro del volumen de control en cada
instante, sera la misma. También seran nulas las integrales de la componente de
la fuerza gravitacional en las direcciones x e y. Las integrales de la presién
manomeétrica del fluido en las areas no solidas, si consideramos que el flujo esta
a la presiéon atmosférica, también seran nulas. Ademads, si consideramos
constante la velocidad del flujo en las areas de entrada y salida, considerando
que en la direccién x hay sélo un area de entrada y no hay area de salida, se
tiene:

—pviA+0 = Fyetax = Fnetax = —pU?A

2 2 2 A 2 A
—pvy A+ pvyA = Fyetay = Fnyetay = —pU E‘l'pU EZO
Debemos recordar que las componentes de la fuerza neta que estamos
obteniendo, son las componentes de la fuerza que la placa sélida le hace al flujo.
Una fuerza neta en la direccion (-x) para detener totalmente su movimiento en
X, Y una fuerza neta nula en la direccidon y debido a que el flujo se divide exacta-
mente en dos partes. La fuerza que la placa le hace al flujo es proporcional a la
densidad del fluido, al area de impacto y al cuadrado de la velocidad; es decir,
que, si el flujo incrementa su velocidad al doble, la fuerza se incrementara cuatro
veces.
Esta claro que la fuerza que el fluido le hace a la placa sera la opuesta a la que
hemos determinado, usualmente ésta es la que interesa por lo cual hay que
tener cuidado al expresarla a partir de la obtenida desde el balance.
Veamos cuales son las fuerzas implicadas si la placa fija se encuentra inclinada
un angulo @ respecto a la horizontal y posee un area transversal al flujo igual que
en el caso anterior (A), como indica la figura 7.2. En esta segunda situacion, el
flujo incidente se desvia totalmente en la direccidn tangente a la placa, por lo
que ahora se deberdn analizar las componentes x y z del balance. Observemos
gue el volumen de control es otro, pero también es fijo y las areas de entrada y
salida tienen una magnitud A; por ello, los flujos de ingreso y de egreso, por
conservacion de masa, tendran ambos una rapidez U. Proyectando la (7.12) en
la direccién z y haciendo las mismas consideraciones que en el caso previo, se
tiene:

—pU2A+pU2(c050)A = Fyetax = FEnvetax = _pUZA(l_COSH)
pUZ(sen 0)A = —pgV + Fvetaz = Fnetaz = pUz(sen OA+pgV

La fuerza neta que la placa hace sobre el flujo en la direccién positiva de z es la
requerida para desviarlo hacia arriba en contra de la gravedad. Comparando las
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fuerzas que en la direccion (-x) recibe el flujo en ambos casos, vemos que para
la placa inclinada la fuerza es menor en la proporcidon (1- cos 6).

Figura 7.2: Chorro de fluido impactando sobre una placa inclinada de area transversal A.

Este es un hecho muy importante porque este problema, en sus dos versiones,
es anadlogo al de una placa que se mueva con velocidad (-U) en aire calmo.
Luego, la fuerza de resistencia al avance —-también llamada fuerza de arrastre-
de la placa serd en ambos casos proporcional al cuadrado de la velocidad, pero,
al estar inclinada, dicha resistencia serda menor. Luego, la potencia requerida
para moverse con rapidez U venciendo una fuerza que depende de U?, en ambos
casos sera:

dw , -U
5 = (_Q)'ENetax =pU°A

—
aw
e (=U) - Fyetax = pUPA(1— cos ) F Neta x
6

Obsérvese que la energia por unidad de tiempo requerida es proporcional al cubo
de la velocidad, es decir que, si la velocidad aumenta al doble, la potencia
demandada por el movimiento aumenta ocho veces. Si dividimos miembro a
miembro las expresiones anteriores, podemos definir una especie de coeficiente
aerodindmico ! que serd mas pequeno cuanto mas inclinada esté la placa:

Cy, = (1—cos0)

Si asimilamos la placa al frente de un vehiculo, el coeficiente Cx justifica la forma
de cufia que poseen los vehiculos diseflados para moverse a altas velocidades

1 Si bien poseen el mismo sentido e interpretacion, los coeficientes aerodindmicos, involucrando los efectos del
desprendimiento de la capa limite (ver Capitulo 10), se definen como se establece en la referencia [3].
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con muy buen rendimiento. Este aspecto y otros relacionados con la propia
performance interna de los motores de combustién, compensan el fuerte
incremento de demanda energética, y por ende de combustible, que se tiene al
pasar de bajas velocidades a altas velocidades 2. Por ejemplo, para el caso en
estudio, cuando se pasa de 100 [km/h] a 140 [km/h], la demanda de potencia
creceria un 174%, incremento que usualmente se encuentra compensado por un
conveniente disefio aerodindmico, entre otros factores mecanicos.

Debido a la gran demanda energética para moverse a altas velocidades y a los
mayores riesgos que significan posibles accidentes, no hay justificacién técnica
para viajar a mas de 120 [km/h]. Mas aun cuando el tiempo ahorrado cada 100
[km] al pasar de 120 a 140 [km/h], es de s6lo 7 minutos.

7.4 Forma del balance macroscopico de cantidad de movimiento
para volumenes arbitrarios que se mueven con velocidad
constante

Hay una variedad de casos practicos, fundamentalmente relacionados con alabes
de rotores de turbomaquinas, donde el volumen de control puede ser elegido de
tal forma que acompafie al dlabe moviéndose con una velocidad tangencial -de
modulo constante- dada por la velocidad angular del rotor y su posicién radial
respecto al eje de giro. Instantdneamente, el alabe puede suponerse en
movimiento rectilineo uniforme con una velocidad w. Si el fluido posee una
velocidad absoluta v (ver figura 7.3) es evidente que el efecto neto del flujo
estara dado en términos de la velocidad relativa de este respecto al volumen de
control, es decir: v, = v-w. Luego, reemplazando la velocidad absoluta del fluido
como (v- + w) en el balance macroscépico de masa (ver ecuacion 6.19) y el
balance macroscépico de cantidad de movimiento (ecuacién 7.12), se tiene:

W(constante)

w f

Figura 7.3: Volumen de control genérico moviéndose con velocidad constante (por claridad se han
omitido los versores normales a las areas).

2 En el siguiente enlace el lector podré ver un trabajo del autor donde se aplican estos resultados en un modelo
simplificado de tren de alta velocidad. El trabajo fue presentado en el congreso argentino y latinoamericano de
ingenieria y de ensefianza de la ingenieria CADI/CLADI CAEDI 2021.

https://drive.google.com/file/d/12mz41 KkSIIPXE-riZH2mEnmhe4ADhwOI/view?usp=drive link
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d
R AR L
dt Va(t) Aa eys(t)
(7.13)
d d
— py dV + w — pdV+f py (v - ) dA +
dt Va(t) dt Va(t) Aa eys(t)
w p - n) dA= f png+f —nPm dA + Eyeta
Aa eys(t) Va(t) Aa no sol(t)
(7.14)

El segundo y cuarto término de la ecuacion (7.14) suman cero, porque sumados
dan como resultado la ecuacién (7.13) multiplicada por la constante w. Final-
mente la expresion (7.13) se reduce a lo siguiente:

d

— p v dV +f pyr(yr-n)dA=f png+f —nPm dA + Fyeta
at Jyqe vai) Aa no s6l(t)

Aa eys(t)
(7.15)

La (7.15) es una expresidon analoga a la (7.12) donde la velocidad absoluta del
fluido se reemplaza por la velocidad relativa respecto al volumen de control.
Cabe reiterar que la validez de la ecuaciéon (7.15) se circunscribe a volimenes de
control que se mueven con velocidad constante.

7.5 Propulsion a chorro

Supongamos un cohete propulsandose en el espacio exterior donde la gravedad
puede considerarse nula y el medio ambiente un espacio totalmente vacio. La
figura 7.4 muestra un esquema del cohete. Supongamos también, por simplici-
dad, que los materiales de propulsion son expulsados en la misma direccidn que
el movimiento del cohete, pero en sentido contrario. Respecto a un sistema
inercial, los materiales (gases) de propulsién poseen una velocidad absoluta v
que supondremos constante en el tiempo y en el area de salida, mientras que el
cohete posee una velocidad w que serd una funcidn del tiempo dado que la
propulsién ird aumentando la velocidad del cohete hasta tanto existan gases de
combustién que puedan ser expulsados. Si la direccién del movimiento es la
direccion x, dada la ausencia de fuerzas de volumen y de superficie sobre el
volumen arbitrario elegido, el balance (7.12) en dicha direcciéon queda:

d
—f pvde+f pvx [ —w) - n]dAd =0
at Jyae Aa eys(t)

El primer término es la variacién de la cantidad de movimiento del cohete en su
conjunto, cuya masa es M y donde todas sus partes se mueven con velocidad w,
y el segundo término es el flujo de cantidad de movimiento saliente por los gases
expulsados, cuyo flujo masico vamos a considerar constante. Luego:
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d_t (MW) + lesalidam =0 = M _t +w — + lesalidam =0

Considerando que la variacidn de la masa del cohete es el negativo de la masa
de gases expulsados en la unidad de tiempo, que hemos asumido como una
constante positiva, se tiene:

dM , dw .
— = —m = ME+ Wy — Wlsatiga™ = 0
AO i' —————————— p_:_? - — - _

_ < -~
m=constante &4—\ M(t) J~

h‘ D D -~

vy = | — - W

p - -7
——————— p=0
— > x

Figura 7.4: Propulsion a chorro de un cohete en el espacio exterior (por claridad se han omitido los
versores normales a las areas).

Hay que tener en cuenta que la rapidez de expulsion de los gases en el sentido
contrario al del cohete, es mucho mas grande que la rapidez que el cohete
experimenta, con lo cual (vx - w) es un numero negativo. Si la masa del cohete
disminuye a tasa constante desde una masa inicial My en el tiempo cero, su ley
de variacion sera:

M = M, —mt

Aplicando el balance de masa al volumen de control de la figura 7.4, tendremos
que

dM

E + ,0[(2 —E) ’ ﬁ]l A0= 0: n = -1 = m = —,D(Ux - W)lsalidaAO

salida

El signo negativo de la ultima expresion es para hacer positivo el flujo masico de
gases, teniendo en cuenta lo dicho anteriormente. Reemplazando y separando
variables,
dw m)? m)? m)?
__():0:> dw:()dt= ()
dt p Ao p Ao M p Ay (My — mt)

dt

Integrando luego miembro a miembro,

(7 oty — oy +
w o= — n — M
p Ao °

Si se supone que en el tiempo cero la velocidad del cohete es wy, puede valo-
rarse la constante de integracidon. La expresion final de la velocidad del cohete
resultara como:
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m M, m
— . < < c+Cc/
(pAO) i (Mo—m' t)+WO 0=t ( /)
(7.16)

La expresion (7.16) muestra que la velocidad de un cohete en el espacio exterior
serd monotona creciente desde la velocidad a partir de la cual comenzé la pro-
pulsion. Hay que destacar que el tiempo no puede crecer indefinidamente ya que
en algln momento se terminarian los productos de la combustiéon que hace posi-
ble la expulsién de los gases. Si la masa total de combustible y comburente es
Mc+c, €l valor maximo que puede tomar el tiempo depende de ésta y la relacion
constante de expulsién de masa de gases.

7.6 Expresion general para la transformacion de ecuaciones
validas para volumenes materiales, en ecuaciones aplicables a
volimenes arbitrarios

Tanto en el capitulo 6 como en el presente, hablamos de la forma general de las
leyes de la Fisica: la variacion total respecto al tiempo de una magnitud, es igual
a la suma de causas de dicha variacion. En el ambito de la Mecanica estas expre-
siones son vadlidas para cuerpos de masa constante, es decir, que no
intercambian masa a través de sus fronteras ocupando un lugar en el espacio al
que definimos como volumen material. Luego, planteamos las leyes de la
Mecanica de los medios continuos en voliumenes materiales teniendo en
consideracion la deformacion de estos. Generamos una herramienta matematica
que desglosa las variaciones totales respecto al tiempo de una magnitud en un
volumen arbitrario, en cambios parciales en el volumen y cambios parciales
debidos a flujos a través de las dreas que lo rodean. Dicha herramienta la
denominamos teorema del transporte y nos ha sido muy Uutil para obtener las
expresiones de lo que hemos llamado “balances”, de masa y de cantidad de
movimiento.

Muchas otras magnitudes pueden requerir una formulacién aplicable a un volu-
men material, y la forma de llegar a ellas es basicamente la seguida para obte-
ner la ecuacion (7.12). Supongamos una magnitud escalar extensiva @ cuya
magnitud intensiva por unidad de volumen es ¢ La formulacidon clasica en un
volumen material sera la siguiente:

D )

— ¢dv=f —dv+f qb(y-ﬂ)dA:f ($)dv+f n - (#) dA
Dt Jym yme) Ot Am(t) ym(e) Am(t)
(7.17)

En la (7.17) las variables $ y # son variables intensivas definidas por unidad de
volumen y de superficie respectivamente. Asimismo, las integrales de area son
integrales de flujo que satisfacen los requerimientos de forma del teorema de
Gauss, por lo que pueden ser pasadas a integrales de volumen. Luego:
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f [a—¢+2'(¢2)_($)—2'(#) av =0
ym(e) LOt

(7.18)

La satisfaccién de la (7.18) en cualquier volumen material requiere que el inte-
grando sea nulo, con lo cual podemos integrarlo entre cualesquiera extremos,
por ejemplo un volumen arbitrario, es decir:

fVa(t) [E;_(f +7-(py)- @ - Z-(#)] av = 0

Si distribuimos la integracién y aplicamos el teorema de Gauss en el sentido
inverso, se tiene:

¢
—dV . dA = av - (#) dA
—[Va(t) at " -IAa(t)d) (- n) —[Va(t) ® " an(t)ﬂ )
(7.19)

Utilizando ahora la expresién (6.8) para reemplazar el primer término del primer
miembro de la (7.19) y factorizando, se tiene finalmente

d

hd n - (#) dA
dt Jya

¢dv+f

Aa eys(t)

¢ [(v-w) - nldA = fv(t)($)dv+f

Aa (t)
(7.20)

En palabras, este balance general puede establecerse asi:

La variacién Flujo neto Intercambio en forma Intercambio en forma

temporal total
de la
Propiedad del
medio continuo

convectivo de la
propiedad del
medio continuo
a través de las

volumétrica no

convectivo de la
propiedad del medio
continuo en Va(t) con

superficial no
convectivo de la

propiedad del medio
continuo en Va(t) con el

en el volumen areas Aa(t) el medio ambiente medio ambiente que lo
Va(t) que lo rodea rodea

Ciertas propiedades, a su vez, pueden generarse o destruirse por interconversion
de otras propiedades dentro del medio. Esto es clasico en problemas donde
existen reacciones quimicas y, tipicamente, ocurre con la energia cuando ésta se
genera o se absorbe segun las reacciones sean exotérmicas o endotérmicas. Este
término denominado usualmente “término fuente”, se agrega en el segundo
miembro de la expresidon y es un término que se expresa como una integral de
volumen. No obstante, estos casos no se daran en el transcurso de este texto.

La expresién (7.20), si bien fue obtenida para una magnitud escalar, también es
aplicable a magnitudes vectoriales y tensoriales. Por ejemplo, si ¢se reemplaza
por la cantidad de movimiento por unidad de volumen, considerando un fluido
inviscido, ($) sera pg y (#) sera (-p).
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Cabe destacar que si ¢ es un escalar, ($) debe ser un escalar y (#) un vector;
pero si ¢ es un vector, ($) debe ser un vector y (#) un escalar o un tensor de
segundo orden.

Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1)

2)

3)

4)
5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)
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éPor qué es necesario transformar el principio -macroscépico- del
momento lineal a una expresidon llamada balance macroscépico de
cantidad de movimiento lineal?

¢Qué importancia tiene -para la cantidad de movimiento lineal- la
velocidad relativa del flujo respecto a las areas que rodean el volumen de
control?

éPor qué se divide la integral de la presién en una integral extendida a
las areas no sdlidas y otra integral extendida a las areas sélidas?

¢Qué cosa es la integral de la presion extendida a las areas solidas?

¢Puede entenderse a los flujos de entrada y salida de cantidad de
movimiento como fuerzas?

Obtenga el flujo de cantidad de movimiento de un flujo que atraviesa una
seccion recta de un tubo de radio R, con una distribucién de velocidades
parabdlica del tipo V(r) = Vmsx [1-(r/R)?]. ¢{Qué factor de correccién
deberia usarse si el calculo se hiciese con la velocidad media del flujo?

éPor qué la expresion de la presion en términos manométricos permite
obtener la fuerza interactiva neta de las paredes sélidas sobre el flujo?

Se sabe que las formas de cufa benefician la travesia de cuerpos en el
seno de fluidos. éCoOmo se confirma este hecho experimental desde el
modelo analitico de la Mecanica de los Fluidos?

¢Para minimizar la fuerza interactiva entre un flujo unidimensional y un
objeto, en el volumen de control, conviene que exista sdlo flujo de
entrada, de salida o ambos con el mismo sentido de movimiento?

Considere una placa curva que desvia un angulo # a un flujo impactante
sobre ella. éPara qué valor del angulo serd maxima la fuerza de
interaccién?

¢En qué casos puede expresarse el balance macroscopico de cantidad de
movimiento en términos de la velocidad relativa del flujo respecto al
volumen de control?

En la propulsién a chorro, écudl es la causa de la aceleracién del objeto
propulsado?

De la expresion general de los balances macroscopicos, ¢éQué son o
cuanto valen ¢, $ y # para el balance macroscopico de masa y el balance
macroscopico de cantidad de movimiento lineal, respectivamente?



CAPITULO

Balance

Microscopico
de Cantidad

de Movimiento

8.1 Introduccion

En este momento de nuestros estudios haremos un paréntesis en la presentacion
de los balances macroscépicos para abocarnos a un balance microscépico o
diferencial, es decir valido punto a punto. A pesar de que aun nos falta el
abordaje del balance macroscopico de energia mecanica, haremos este
paréntesis a los fines de ganar coherencia tematica.

Este capitulo sera dedicado al balance microscoépico de cantidad de movimiento,
un balance que debera satisfacerse en cada punto de un medio continuo y cuya
solucién -a diferencia del balance macroscoépico- nos dard como resultado una
funcion. Asi es, mientras los balances macroscépicos -en general- nos dan
resultados numéricos promediados en volumenes y areas, los balances
microscopicos nos dan funciones. La mas destacada de estas funciones sera el
campo de velocidades que obtendremos cuando resolvamos las ecuaciones
diferenciales del movimiento de distintos flujos. A partir de alli podremos obtener
otras variables de flujo relacionadas directamente con dicha variable de campo.
El abordaje del tema se hard para el espacio y el tiempo, obteniendo las
ecuaciones completas de la dinamica desde las correspondientes a un medio
continuo cualquiera hasta las correspondientes a los fluidos newtonianos, sélo
para los cuales podremos resolver analiticamente algunos planteos teodricos.
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8.2 Ecuacion diferencial de cantidad de movimiento
Comencemos nuestro trabajo analitico planteando nuevamente el principio del
momento lineal, es decir la ecuaciéon (7.1), en la que se halla desplegado el
primer miembro mediante el teorema del transporte de Reynolds:

D

Dt Jym)

d
pde=f MdV+f pv (v - n)dA
at Am(t)

vm(t)

=f pgadv +f t(n)dA
vm() Am(t)

Dicha ecuacién esta planteada en un volumen material genérico. El vector de
tensiones -segun lo hemos estudiado en el capitulo 4- puede escribirse en térmi-
nos de la ecuacion (4.30), es decir, como la contraccion escalar del versor unita-
rio caracteristico de un area y el tensor de tensiones en un punto. Esto es:

dpv
f (p_)dV+f pg(g-ﬂ)dAzf png+f n -
ym@e Ot Am(t) vm@e) Am(t)
(8.1)

Las integrales tomadas sobre las areas que rodean al volumen material en la
ecuacion (8.1) pueden ser transformadas en integrales de volumen dado que
satisfacen las formas que admite del teorema de Gauss:

=3

dA

dlpv
| (p——)dV+f vo(pvn)av = [ pgwv+| vorav
vm(t) at vm(t) vm(t) vm(t) -
(8.2)

Dado que todas las integrales tienen los mismos extremos, pueden asociarse
bajo un Unico signo integral:

0
f [(th)JrZ'(pzz)_pQ—Z'I]de0
vm(t) =

(8.3)

Dado que los extremos de integracidon son genéricos, la satisfaccion de la ecua-
cion (8.3) para cualquier volumen material impone la condiciéon de que el inte-
grando deba ser cero. El analisis desemboca en una primera forma del balance
microscopico que estamos buscando:

0
(g’f)w' (pvv) —pg-2-T=0

(8.4)

Ciertamente, la ecuacion (8.4) posee una forma algo compleja que podemos
simplificar de modo de obtener la expresion clasica de la segunda ley de Newton:
“masa por aceleracién, igual a la sumatoria de fuerzas”. Para ello, aplicaremos la
derivacion de un producto a los dos primeros términos y para el segundo de ellos
aplicaremos la siguiente identidad:
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V- (pvy) = pv-Puv+uv[- (ov)]

Identidad que Ud. puede corroborar utilizando las reglas de la notacién y algebra
indicial. Luego:

ap dv
v—+p—_+pv-Vv+v[|7-(pv)]—pg— V-T=20
— Jt at - —— - = - = - =
El primer y cuarto sumando, si se factorizan sacando como factor comun la velo-
cidad, constituyen la ecuacién de continuidad que es idénticamente nula. Factori-
zando asimismo el segundo y el tercer término, tendremos la densidad multipli-
cando a la derivada material de la velocidad. Es decir:

dv
p(—‘+2-22) =p

S

+V-T
(8.5)

La expresién (8.5) posee finalmente la conocida forma de la segunda ley de
Newton y debe satisfacerse en todo punto de cualquier medio continuo. La (8.5)
es valida para cualquier medio continuo dado que en ningln momento se esta-
blecieron caracteristicas de medio alguno: esto es muy importante. En adelante
serd el momento de aportarlas para estudiar la Mecanica de los Fluidos por un
lado y la Mecanica del Sélido por otro. Suponiendo conocidas la densidad vy la
aceleracion de la gravedad, la ecuacion (8.5) posee dos incdgnitas: el campo de
velocidades y el campo tensional, por lo que no puede resolverse ningun
problema si no se aportan ecuaciones adicionales que vinculen dichas incégnitas
normalizando el sistema. Estas ecuaciones se denominan “constitutivas” porque
describen la manera en que un determinado medio se deforma ante las tensio-
nes. En este sentido, en el capitulo 1 nosotros hemos diferenciado un fluido de
un solido atendiendo a las deformaciones que cada uno experimenta cuando son
actuados por tensiones tangenciales, y también hemos planteado la primera y
mas sencilla forma de ecuacidn constitutiva para un fluido newtoniano en flujo
unidireccional (ver ecuacién 1.3).

8.3 Ecuacion diferencial de cantidad de movimiento para fluidos

En todo medio fluido existe un campo tensional donde siempre hay una compo-
nente de presion, ya sea que el fluido esté en reposo o en movimiento. El campo
tensional de presion lo habiamos llamado isotrdpico (ver item 5.2) porque ésta
es idéntica en cualquier direccion que se considere en un punto dado.

Cierto es también, que en un flujo las particulas del fluido estdn sujetas a
tensiones de origen viscoso. Estas se asocian a deformaciones angulares y
longitudinales (muy pequefas en general) tal como se ha visto en el punto 3.4.
Por ello, el tensor de tensiones para un fluido puede expresarse como la suma
del tensor isotrépico que representa el estado tensional por presion y el tensor
de tensiones viscosas. Es decir:
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T=-pl+

1A

(8.6)

Donde el tensor de tensiones viscosas esta simbolizado por la letra griega 7.

Si reemplazamos la ecuacién (8.6) en la (8.5) obtendremos el balance diferencial
de cantidad de movimiento valido para cualquier fluido y -lamentablemente-
estaremos peor que antes porque hemos agregado a la ecuacién (8.5) una
incognita mas del flujo, que es la presién. Ya veremos cémo ello sera resuelto.

-Vp+ V-

S
1=

(8.7)

Asi como la ecuacion (8.5) es aplicable a cualquier medio continuo, la (8.7) lo es
para cualquier fluido por lo que el paso que sigue es informar a dicha ecuacidn
cual es el fluido del que nos interesa resolver un problema, y eso lo haremos a
través de las ecuaciones constitutivas. En este curso sélo estudiaremos la ley
constitutiva de Stokes para fluidos de viscosidad constante, ésta es una generali-
zacion de ley de viscosidad de Newton presentada el capitulo 1; no obstante,
pueden abordarse problemas de flujo no newtoniano desde la ecuacion (8.7)
haciendo simplificaciones y reemplazando luego la ecuacién constitutiva. Las
ecuaciones que siguen son la expansion de las componentes de la (8.7) en coor-
denadas cartesianas vy cilindricas respectivamente.

Coordenadas cartesianas (x, y, z):

0V, 0V, av, va> _0Op OTyxy  OTyx 0Ty
p (at Ty Y, TG ) T T TP o Yoy oz

ov ov v ov. dp ot ot ot

Y Yy Y Iy _ % xy Yy zy
p((’)t +”"ax+”yay+vzaz) ay+pgy+<6x+ay+az>

av, av, av, 6v2> dp 0Ty, 0Ty, 0Ty
P(§+Wa+%@*%a:—ﬁfw%+ax+@+az

Coordenadas cilindricas (r, 6,z):

ov, ov, vy v, Vg2 v,
p <at ey T T e T T e
dp 10 1 0tg, Tgg 0T,
= =57t por + (gt + 2 g =T )
(6179 N dvg vy vy +vr Vg avg)
P o " ar T a0 Y2 oz

- Llo, +(1a(2 ) + +
= Ty o9 TPYe 2oy~ o r 00 0z
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dav, dv, vy 0y, dav,

p (E*”ra?*?%*”za)
_Op 10 1 0tg, 01y
=5 00+ (75 T 4 S T+ )

8.4 Ley de viscosidad de Stokes

En el capitulo 3, particularmente en el punto 3.4, analizamos las velocidades de
deformacion posibles que un elemento de fluido puede sufrir: velocidades de
deformacion angulares, velocidades de deformacién longitudinales y velocidades
de rotacidon como cuerpo rigido. Las dos primeras estan expresadas en la parte
simétrica del tensor gradiente de velocidad y la segunda en la parte antisimétrica
de dicho tensor. Debe tenerse en cuenta que en el tensor velocidad de
deformacion las velocidades de deformacién angular aparecen divididas por dos.
Dado que las tensiones tangenciales solo producen distorsién angular, es decir,
cambios de forma, pero no de tamafio, siguiendo el razonamiento que permiti6
proponer la ecuacién (1.3) se generaliza la misma para un flujo en tres dimen-
siones como:

Tij = 2,11 dijl Vi :/:_]
(8.8)

Las tensiones normales de origen viscoso son aquellas que alargan o acortan un
elemento de fluido cuando hay variaciones en las secciones de flujo atendiendo a
la conservacién de masa, ello ha sido discutido en el apartado 3.4. Discutiremos
ahora cual es la relacidon de proporcionalidad entre dichas tensiones y las veloci-
dades de deformacién longitudinal analizando el problema en un sélido elastico
lineal y llegando por analogia al caso de un fluido newtoniano.

Remitdmonos al item 3.4 y a la figura 3.6, alli encontraremos el analisis de las
velocidades de deformacion lineal de un elemento de fluido debido a tensiones
normales de origen viscoso. Por analogia, si el material fuese sdlido, las
deformaciones normales -extensiones o acortamientos unitarios- se expresarian
en términos de los desplazamientos:

Jduy du, dus

Y €22 = S €33 =
0x; 0x,

E =
1 J0x;

Ademas, para un soélido eldstico lineal, estas deformaciones se relacionan con las
tensiones normales actuantes a través de las expresiones (4.37-39). Si sumamos
miembro a miembro dichas expresiones, tendremos:

1-2v
——— [Ty + Ty, + T33] =V - u

€11 T &2 t &3 = B

donde la divergencia de u es la dilatacién cubica unitaria (ver ecuacion 4.43), en
la cual juega un rol fundamental el coeficiente de Poisson; si éste es 0,5 el
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material resulta incompresible. Despejando luego la traza del tensor de tensio-
nes, se tiene:

E

[T11 + Ty + T33] =m Z ’

u = (ITrD)

donde (Tr T) es la traza del tensor de tensiones o -lo que es lo mismo- su primer
invariante.

Por otra parte, la tensién normal T:; puede ser despejada de la ecuaciéon (4.37)
como:

ou,
Tiw = E &1 +v(Tyy + Ts3)= E E + v (T + Ty + T33) — v Tyy
1
donde se ha sumado y restado el término v 7. Reemplazando luego la traza del
tensor de tensiones en funcidon de la divergencia del desplazamiento, de acuerdo
a la anteultima expresion, se tiene:

ouy v E

T, (1 - E v
11+ ox, " A=z2v - Y

Dividiendo todo por (1 + v) y sumando y restando un tercio de (Tr I):

E
(1-2v) v

1 E v
3(1-2v) —

u +

E ou, vE 1
V-u-g3 u

Ty = —— —
WS T Ty  A+vyd=2zv)
Sumando luego el segundo y tercer término del segundo miembro tenemos:

po__E w1 E 1
U T T +woyg 30+v — 273

E

A=zv) Z U

Teniendo en cuenta la ecuacién (4.19), el mddulo elastico E puede ser expresado
en funcion del moédulo elastico al corte G.

du, 2 1 E
T11=ZG___GZ'U+§

- .
ox, 3 C (1-2v) = %

Y del mismo modo pueden escribirse las otras dos relaciones para las tensiones
normales en las direcciones 2 y 3:

T, =26 22 _Z.yp c £ %
2z = ox, 3 T 2T 30-—2v Y
T=26 2 _ 25y c £ %
33 = ox; 3 T 2T 30—2v Y

Queda claro que en las relaciones entre las tensiones normales y las deformacio-
nes longitudinales, juega un papel ineludible la dilatacion.

Si el medio continuo es un fluido, las tensiones normales serdn de origen viscoso
y se relacionaran con las velocidades de deformacion. Por su parte, el mddulo
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elastico de corte G tiene su analogo en la viscosidad y el mddulo eldstico E y el
coeficiente de Poisson que no pueden definirse para un fluido, quedan relaciona-

dos en un parametro que llamaremos . Luego:

v, 2 av;
o 32 (=30 ()

dx, 3 dx;
(8.9)
av, 2 av;
w =20 52+ (e 50) (5)
(8.10)
e an B (e 34) (32
0x; 3 dx;
(8.11)

_E
(1-2v)'
material que tiene importancia cuando los efectos derivados de la compresibili-
dad de los fluidos son esenciales. Esto es, en casos en que la divergencia del
campo de velocidades es distinta de cero (ver ecuacién 6.12) como en problemas
de ondas de choque. Su medicion no es sencilla y generalmente indirecta a
través de redmetros acusticos.

En las expresiones (8.9-11) se ve claramente que la constante de proporcionali-
dad entre las tensiones normales de origen viscoso y las deformaciones longitu-

1 . . . T ’
donde k = 3 se denomina viscosidad volumetrica y es otro parametro

dinales es 2u ! cosa que permite expresar las ecuaciones (8.8-11) en una Unica

expresion para todo el tensor z:

2
T = 2p dy + [(K——#> Z'B] gy

’ (8.12)
r=zud+ [(k-3u) o] 1
(8.13)

Para liquidos, generalmente los problemas corresponden a flujos incompresibles
donde la divergencia del campo de velocidades es nula. Ello permite escribir la
relacion (8.13) como:

T=2pd
(8.14)

La ecuacion (8.14) se denomina ley de viscosidad de Stokes, la cual una vez
reemplazada en la (8.7) nos conducira a la ecuacién diferencial de cantidad de
movimiento para fluidos newtonianos incompresibles, también denominada
ecuacién de Navier-Stokes. Debe aclararse que la dependencia de la viscosidad
de variables como la temperatura y la presién no altera la validez de la (8.14),

1 Ver nota al pie en la pagina 9, Capitulo 1.
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ésta sera invalida cuando la viscosidad dependa de las tensiones aplicadas o los
gradientes de velocidad del flujo (ver item 1.5.2.3).

La expresion (8.12) estrictamente tiene la forma dada para coordenadas carte-
sianas, seguidamente aparecen las relaciones derivadas de la (8.13) para coor-
denadas cilindricas:

av, 2
T = 2 aT+<K__H)Z.B

_ (16v9+vr)+( Z)V
too = <R 99 T N

dav, 2
Ty, = 21U e + (K—§ﬂ> V-wv

d vy 1 dv,
R e R

dvg 1 0y,
Toz = Tz0 =H (z*: ae)
av, av,
Tor = Trz = M (6_r+ az)
10 1 0dvg Oy,
Vv =s50vm+ o255+ 5

8.5 Ecuacion diferencial de cantidad de movimiento para fluidos
newtonianos incompresibles

La ecuacidén que nos disponemos a obtener surge directamente del reemplazo de
la ecuacién (8.14) en la (8.7), por lo que sera valida para flujos newtonianos e
incompresibles. Luego, analizando por separado el ultimo término de la (8.7)
mediante notacidn y algebra indicial, se tiene:

9 ady, ddy
vV-z=1V- (ZM g) =2p [O_xig . djk(ﬁjék)] = 2ﬂ<a_);i§ij €k> = Zli(—L €k>

axi
- G )
L= 2H dx; 12 \0xy 0x; =
Distribuyendo la derivada e intercambiando el orden de derivacion en las

derivadas cruzadas que surjan —porque estamos trabajando con funciones conti-
nuas y derivables-:

rr= () 2 ) e [ )+ 2 (G2
L= K dx; \0xy dx; \0x; & = H dx; \0x; dx; \0x; Ek

<
1=
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Es premisa de este desarrollo que la divergencia del campo de velocidad es cero
porque estamos trabajando con fluidos incompresibles, por ello, en la Ultima
expresion el primer término del corchete es nulo. Luego:

azvk

dx?

V-t= u ey = uVive = pVcu

Con lo cual la ecuacion (8.7) nos quedara de la siguiente forma:

dv
p(—‘+v-Zv) = pg—Vp + uV?y
(8.15)

La (8.15) se denomina ecuacién de Navier-Stokes, es vectorial y posee cuatro
funciones incognitas: las tres componentes del campo de velocidades y la
presion. Para modelar un determinado problema y que este modelo sea resoluble
es necesario plantear una ecuacién mas que no introduzca nuevas incdgnitas,
esta es —clasicamente- la ecuacidon de continuidad para fluidos incompresibles:
divergencia del campo de velocidades igual a cero.

La expresion (8.15) es la forma compacta de la ecuacién de Navier-Stokes donde
se encuentran muchos términos que seguidamente vamos a expresar para coor-
denadas cartesianas y cilindricas, acompanandolas con la expresion de la diver-
gencia del campo de velocidades igualada a cero.

Coordenadas cartesianas (x, y, z):

0V, 0V, 0V, va) _0p 0%v, 0%v, 0%v,
p(6t+vx6x+vy6y+vzaz T Tox TPI TR G2 T o T a2
ov v ov v ap 0%v 0%v d%v
_Y 4 _Y —_Y)| = & Y Y Y
p(at+"ax+”ya +Z(')z> ay+pgy+“<ax2+ay2+azz
v, v, v, (')vz> 0 0%v, 0%v, 0%y,
p(% “ox T Wy TV g,) T T, TPI TR G T2 T o
ov. ov v,
V.v=-"¢-"4-—"=0

Coordenadas cilindricas (r, 6,z):

<6vr ov, vy v, Vg avr>
p

9t Ut e T Ty,

0

__9%
- ar+pgr+.u

or

0 16( N 1 0%v, 2 6v9+ 0%v,
rors VT
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dvy 0vg Vg 0Vyg Uy Vy 6179)
p(6t+vr8r+r69+ Yz T3z
B 16p+ N d 16( ) +162v9+26vr+62v9
T Trag P9 RGN\ Ve r2 002  rZ2 90 = 0z2

(6172 N av, N Vg 0V, N avz)
Pac " ar T 90 T 2z

0 10 av 1 0%v d0%v
=——p+pgz+u[——( Z) 2 Zl

0z rarra_r +r_2 002 + 0z2
10 1 0dvyg Ov,
Yoy =250mtigyty =0

Las ecuaciones anteriores gobiernan los flujos viscosos incompresibles en un
espacio tridimensional. EIl modelado de un flujo particular requerira la simplifica-
cion de las ecuaciones en términos de las caracteristicas del problema, es decir,
muchos términos de las expresiones generales de la ecuacion de Navier-Stokes
pueden ser idénticamente nulos. La tarea de simplificacidén reside en determinar
cuales de estos términos son los que no intervendran en nuestro modelo.

El problema mas importante se da cuando subsisten algunos de los términos no
lineales del primer miembro, porque si ello ocurre seguramente nuestro modelo
no serd resoluble analiticamente y habrd que apelar a métodos numeéricos de
implementacidn computacional.

Seguidamente veremos dos ejemplos donde se mostrara el procedimiento gene-
ral de modelado y la solucién analitica de la ecuacion diferencial obtenida.

8.5.1 Flujo laminar entre placas paralelas

Consideremos el flujo laminar puramente viscoso -no hay aceleracion del flujo-
de un fluido newtoniano de densidad constante, entre dos placas paralelas
separadas una distancia h muy pequefa. Las placas se extienden a lo largo de la
direccion x, la placa inferior esta fija y la superior se mueve con rapidez V
pequefa y constante, a la vez que se considera que el problema es infinito en la
direccion transversal al papel (la direcciéon z). Los requisitos de pequefia separa-
cion entre placas y baja rapidez de movimiento de una de ellas son necesarios
para asegurar un flujo puramente viscoso. Entre las coordenadas de x=0 y x=L
se aplica una diferencia de presién y se considerara que el flujo es estacionario.
En la figura 8.1 se esquematiza el problema planteado del cual queremos
conocer la estructura del campo de velocidades y todo cuanto pueda conocerse a
partir de alli por posprocesamiento de resultados.

Fisicamente, el flujo se impulsa por la diferencia de presidn y por el arrastre de la
placa superior. Dado que el fluido se adhiere al sélido tomando la velocidad de
éste, el sélido produce un arrastre o efecto de bombeo del fluido. El flujo sera
unidimensional, es decir, no habra flujo en la direcciéon z y tampoco lo habra en
la direccién y debido a que las placas son paralelas. Luego y a priori, podemos
asegurar que el campo de flujo es:

146



8.5 ECUACION DIFERENCIAL PARA FLUIDOS NEWTONIANOS INCOMPRESIBLES

= fxy) , vy,=0, v, =0

I\

h F——a>V
l/ P, U (constantes)
g
T =
SIS S S X
P(0) Pw)< P(0)

Figura 8.1: Flujo entre dos placas paralelas debido a un gradiente de presion y al arrastre de una
de las placas.

La satisfaccién de la condicién de incompresibilidad puede arrojar luz acerca de
la real dependencia de la componente x de la velocidad:

v, N v, N dav, v, 0 L
ax | ay ' oz dx U # fX)

El campo de velocidades resulta luego depurado a través de esta ecuacion de
compatibilidad que es la ecuacién de continuidad. Por ello tenemos que:

nw=f® ., =0, 1v=0

Evidentemente, la ecuacion diferencial que gobierna el flujo que queremos resol-
ver es un subconjunto dentro de la ecuacion (8.15), y podemos extraerla consi-
derando en la expansiéon de la (8.15) para coordenadas cartesianas, lo siguiente:
todas las derivadas temporales seran nulas en virtud del estado estacionario,
todos los términos que involucren derivadas de las componentes v, y v, seran
nulos porque estas constantes, todos los términos que involucren productos con
Vv, Y v, también seran nulos porque éstas son cero y los términos que impliquen
derivadas de vy respecto a x y a z también seran cero.

Luego, de las tres componentes quedan:

op 0%v,
X.O——a +u<ay2>
dp

0 = ——
y ay+,09y

Despreciando la variacidén hidrostatica de la presién en la direccion y debido a la
pequefia dimensidon de h, puede asimilarse la presion a una funcién Unica de x y
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a la componente v« como una funcién exclusiva de y. Luego, las derivadas de p y
de vx pasan a ser totales:

dp d’v,
dx  Hayr T

Obsérvese que, en la ecuacién diferencial precedente, la Unica posibilidad de que
una funcidon de x sea igual a una funcién de y es que ambas sean una constante.
Asimismo, obsérvese que dicha ecuacién diferencial ha sido obtenida poniendo
en relieve sélo algunas caracteristicas del flujo, es decir, no hemos dado infor-
macién acerca de como se mueven las placas. Por ello, la ecuacién diferencial
obtenida no sélo gobierna el flujo del problema entre manos, sino también otros
casos similares que pueden diferir de éste: en el sentido del gradiente de presién
o el movimiento relativo de las placas 2. La integracion de la ecuacion diferencial
del movimiento nos dara como resultado una familia de funciones vi(y), enton-
ces, écual de todas es la que estamos buscando? La que estamos buscando es
aquella que cumple con las condiciones de contorno de nuestro problema. Como
la variable integrada es la velocidad en x y la ecuacién diferencial es de segundo
orden, se requieren dos condiciones de borde, es decir, dos valores conocidos de
la variable o su derivada primera en puntos extremos del dominio. En nuestro
caso esto estara dado por la condicién de no deslizamiento tanto en la placa
superior como en la inferior:

v,=0,y=20

v, =V ,y=h

La integracién de la ecuacion diferencial y la posterior evaluacion de las
constantes con las condiciones de contorno, nos permite arribar a la siguiente
funcion para el perfil de velocidades del flujo en analisis:

1 dp %
Ve = 5o F —hy) + oy

2 udx

Es decir: el perfil completo es una suma del perfil que produciria Unicamente la
impulsién por diferencia de presidén, cuya denominacién es “flujo Poiseuille”, y el
perfil que produciria Unicamente el arrastre de la placa, cuya denominacion es
“flujo Coutte”. Estos flujos “componentes” y el flujo total estdn esquematizados
en la figura 8.2. Hay que destacar que se ha cumplido con el principio de super-
posicidon de efectos, lo cual es sélo posible cuando las ecuaciones gobernantes
son lineales, como ha ocurrido en este caso.

Podemos ahora obtener la funcién presidon, cuyo gradiente sabemos que es
constante. La integracion de la siguiente expresion introduciendo los valores de
presion en los extremos del dominio, nos dara:

@)_

dp _pL) — p(0)
dx B

< 0
dx L

K, x=0->p=p0), x=L -p=pl)=>

2 En el siguiente enlace, puede verse un articulo del autor (Referencia [17]) relativo a esta discusion:
https://drive.google.com/file/d/10Y1YcKILct LMXYMkGrt6yDKUQtcl1xPZ/view?usp=drive link
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Couetlte Poiseuille

Figura 8.2: Perfil neto de velocidades del flujo entre las placas de la figura 8.1, como superposicion

del flujo Couette que provoca el arrastre de la placa y el flujo Poiseuille que provoca el gradiente de

presion. Al ser lineal la ecuacion diferencial gobernante y sus condiciones de contorno, se cumple el
principio de superposicion.

Posprocesamientos

Poseyendo el perfil de velocidades es posible obtener otras variables de impor-
tancia como los esfuerzos cortantes y el caudal circulante entre placas. La ley de
viscosidad de Newton o la generalizacion de Stokes particularizada para una
dimension, establece:

_ dvy,  1ldp @ Ry + |4
fyx =BGy T 2 ax Y K
Dos de los mas caracteristicos son los esfuerzos de corte ejercidos por las placas
sobre el fluido, es decir, los que acttaneny =0y y = h:

dv, _ldp

| _ dv, _ldp vV
fyxly=o = H gy y=o  2dx

Vv

(=h) +u4, Tyx|y=h =Uu Ey:h_ T (h) ey
Ciertamente, podemos visualizar como actlan estas tensiones en las superficies
planas a las alturas seleccionadas, pero para ello debemos conocer si estas
tensiones son positivas o negativas. La tensidn de corte actuante en la superficie
situada en y = 0 serd siempre positiva porque ya hemos demostrado que el
gradiente de presion es menor que cero. El problema surge con la tension
actuante en y = h, donde su signo dependera de la magnitud relativa entre el
flujo Poiseuille y el flujo Couette. Para esquematizar dichas tensiones supondre-
mos que ambas son positivas con lo cual estaremos aceptando que el arrastre
que impone la placa superior es mayor que la resistencia al avance que la misma
placa ejerceria sobre el flujo Poiseuille. La figura 8.3-a muestra los esquemas de
las tensiones en acuerdo a la convencion establecida en el item 4.4.1. Obsérvese
que los versores normales a ambas superficies salen del fluido “atravesando las
placas”, siendo positiva la correspondiente a y = h y negativa la otra.

Las preguntas que siguen, son écuanto valen y como actuan las tensiones
cortantes en las placas sdlidas? Ambas respuestas se dan en términos del princi-
pio de accidn y reaccion que demandara que las tensiones en las placas sean
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iguales (en intensidad y signo) a las que actuan en el fluido y su direccion sea la
opuesta, dado que las superficies de las placas poseen versores normales que
van hacia el interior del fluido. Ello estd de acuerdo a la convencion referida y por
supuesto con el hecho fisico, los esquemas se muestran en la figura 8.3-b.

Las tensiones en el fluido indican la resistencia al flujo que impone la placa infe-
rior y el arrastre que ejerce la placa superior. En las placas, en cambio, se ve el
arrastre que el fluido ejerce sobre la placa fija y la resistencia al movimiento
sobre la placa movil.

a) b)
y T@EZ Tyxyzh y
%
’-V_LE__ Tyx|y=h
n=y Tyx‘y=0
, X
=

Tyx y=0

Figura 8.3: a) Tensiones tangenciales actuantes en el fluido en los planos de contacto con las
placas paralelas. b) Tensiones tangenciales actuantes en las placas soélidas.

El caudal, es decir el flujo volumétrico de fluido a través de un area, es una
variable macroscépica porque representa un flujo promedio; por ello, para su
calculo debemos usar la expresiéon de flujo masico de la ecuacién (6.20) para un
volumen de control fijo, evaluada en un area de flujo caracteristica, es decir:

Q = ]A(y-n)dA

Supondremos un area de altura h y ancho unitario, donde el dA = dy 1 (ver
figura 8.4). Si asumimos que el flujo es saliente por el area genérica conside-
rada, la velocidad tendra la misma direccidon que el versor n y la integral sera
positiva. Luego:

"rldp 1% 1 dp h3 V h
Q=f [ (y—hy)+zy]dy1= -—]+
0

2 pdx 2 pdx 6 2
L N
g — Wi 2
:*L dy
T
VS S SSS S SSSS

Figura 8.4: Area de flujo caracteristica para el calculo del caudal.
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El caudal obtenido es por cierto un nimero positivo (recordar que el gradiente de
presion es negativo) y sus unidades en este caso seran [m?/s] porque esta dado
por unidad de ancho en la direccidon z. Nuevamente, se ven claramente los apor-
tes del flujo Poiseuille y el flujo Couette que se superponen.

Ecuacion de Reynolds

Si nuestro problema fuera el indicado en la figura 8.1 pero la placa superior
estuviese levemente inclinada generando un canal convergente, con una
pendiente menor a 1/30, podriamos seguir suponiendo que la componente v, es
nula debido a su pequenfo valor (ver figura 8.5). Ello se conoce como
“aproximacion de lubricacidon” porque en los contactos lubricados se produce un
flujo muy viscoso en un canal convergente o convergente-divergente. Luego,
gracias a esta aproximacién se puede suponer valida la expresién del caudal
obtenida mas arriba.
Independientemente del estrechamiento, el caudal serd el mismo en cualquier
seccién, pero ya no el gradiente de presion que serd variable punto a punto
debido a que es variable la altura h entre placas en cada posicion.
Si despejamos el gradiente de presién de la expresidon del caudal obtendremos
que:

dp_6 V h(x) — 2Q

ax O n3
(8.16)
yA Carga
7
-—-____>Y_
hex
P, U (constantes)
=X
P(o) P(L)

Figura 8.5: Dos placas no paralelas formando un canal levemente convergente. Se considera que
localmente el flujo es el que corresponde a dos pIaFas paralelas separadas por la altura A en dicha
posicion.

La ecuacién recibe el nombre de ecuaciéon de Reynolds y ésta es la forma mas
sencilla en que puede encontrarse. Ella gobierna el incremento de presién que se
produce en el fluido lubricante que separa dos superficies en movimiento rela-
tivo, soportando la carga que las impele a tocarse y transformando el contacto
sélido-sdlido en un contacto sélido-liquido. Muchos mecanismos funcionan
gracias a ello, desde los cojinetes de maquinas hasta las articulaciones sinoviales
de alta movilidad como la rodilla o la cadera. En las referencias [15, 19 y 22] Ud.
encontrara desarrollos sobre la teoria de la lubricacion y planteo de modelos de

articulaciones artificiales de rodilla y cadera.
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8.5.2 Flujo laminar en un tubo capilar

Supongamos ahora el flujo lento en estado estacionario de un fluido newtoniano
e incompresible, impulsado por una diferencia de presion a través de un tubo de
seccién circular constante, horizontal y de muy pequeno radio. Estas restriccio-
nes aseguraran un flujo puramente viscoso. El problema de obtener el perfil de
velocidades y todas las otras variables que a través de ello puedan calcularse, es
un problema que conviene resolver en coordenadas cilindricas. La metodologia es
la misma que en el caso anterior con lo cual vamos a evitar redundar en aclara-
ciones.

En primer lugar estableceremos el perfil de velocidades. El esquema de la figura
8.6 situa al capilar con su eje coincidente con el eje z, de modo que podemos
suponer que la Unica componente de la velocidad distinta de cero es la v,. La
seccion constante impide que la componente v, tenga un valor distinto de cero y
el flujo puramente axial sin rotacion también hace que v, sea nula.

La satisfaccién de la ecuacidon de continuidad nos permitird reconocer la depen-
dencia de la componente axial de velocidad respecto a las coordenadas.

10 10vg  Ov, 0 v, 0
;a—r(rvr)+;%+a—z— = a_Z_ = v, # f(2)
A
P, U (constantes)
: v
P(0) Pw)< P(o)

Figura 8.6: Tubo capilar por donde fluye un flujo laminar newtoniano debido a un gradiente de
presion. Se ve el perfil de velocidades parabdlico denominado “flujo Poiseuille”.

Simplificando los términos de las componentes de Navier-Stokes que son idénti-
camente nulos, daremos con la ecuacidon diferencial que gobierna nuestro
problema:

0=-24
10 = ——+pg
6:0= -
ap 10 av,
20 = 5, tH [m(r ar)]
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Las dos primeras ecuaciones reflejan la dependencia de la presion con la altura
hidrostatica que por las coordenadas utilizadas queda acoplada entre las varia-
bles r y 6. Dadas las pequefas dimensiones del capilar, dichas ecuaciones
pueden despreciase y considerar a la presién como funciéon exclusiva de z.
Luego, tenemos:

dp [1d( de)]—Kt
dz_ﬂrdrrdr h

Resulta, también en este caso, que el gradiente de presion es constante con lo
que la integracion de la ecuacion diferencial quedara:

2

d dv. dpr dv. dp r C dp r
(r Z)_ Pr Z = p_+ L S P + C; In(r) + C,

dr\' dr)~ dzu dr  dz2u 1 vZ:EE

Las condiciones de contorno en este caso deben remover la indeterminacion que
se produce cuando r = 0, ya que de otro modo el resultado no tendria sentido
fisico. Por ello, se establece que:

r =0, v, es finita
r=R, v,=0

La primera condicion deriva en que la constante C; se anula y la segunda condi-
cion —-de no deslizamiento- permite obtener el perfil de velocidad buscado,
parabdlico y denominado Poiseuille:

dp R? 7\2
- @

dz4 u R
El gradiente de presidn, resuelto de similar forma que en el caso del flujo entre
placas, resulta:

dp _p) — p(0)

< 0
dz L

Los esfuerzos cortantes en cualquier nivel de la variable r pueden obtenerse con
la siguiente expresion:

dv, rdp Rdp
Trz = U dr = Z_E <O0vVvr = TrzlrzR = Z_E

En la figura 8.7 puede verse como actua el esfuerzo cortante en el fluido y en las
paredes interiores del capilar, de acuerdo al signo de estos y al signo del versor
normal a las superficies. Se ve como las paredes actuan sobre el flujo tratando
de impedir el movimiento, mientras que el flujo actla sobre las paredes tratando
de arrastrarlas.
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n=e
[
a) ; b) l —
n=-e, Tlr=g
S S C

| P

i/ Trs r=R

n=e -

Figura 8.7: a) Tensiones de corte actuantes en el fluido, en la superficie de contacto con el tubo. b)
Tensiones de corte actuantes en la pared interior del tubo.

El caudal circulante se obtiene por integracién del campo de velocidad en una
seccién recta genérica:

dp R* 72 R( dpR® AY
o= [r@ml- @l o [FERk- @ e
_AdpmR*  ApnD*
~ 8ul  128ul

(8.17)

La expresion (8.17) se conoce con el nombre de “ley de Hagen-Poiseuille” debido
a que practicamente en paralelo (siglo XIX) ambos cientificos llegaron a propo-
nerla como ley de flujo laminar en conductos. Hagen era ingeniero y Poiseuille
meédico.

En la referencia [16] Ud. encontrara un trabajo donde se modela la mecanica de
un aneurisma suponiendo valida localmente la ley de Hagen-Poiseuille y obte-
niendo de ese modo una pseudo ecuacidon de Reynolds para un capilar de seccién
variable y paredes distensibles.

8.5.3 Las condiciones de contorno mas comunes

En los dos subitems anteriores hemos visto dos ejemplos en distintos sistemas
coordenados, en los que hemos impuesto diferentes condiciones de borde para
extraer de las familias de funciones que surgen de la solucidon de una ecuacion
diferencial, aquella que gobierna el problema en analisis. Hemos dicho también
gue las condiciones de contorno son la identidad del problema porque una misma
ecuacioén diferencial puede pertenecer a distintos problemas del mismo tipo. Por
ejemplo, si el problema de la figura 8.1 hubiese tenido la placa superior fija, o
moviéndose en el otro sentido, o bien moviéndose las dos placas, la ecuacién
diferencial seria exactamente la misma y sdlo cambiarian las condiciones de
contorno; en todos estos casos -siempre- de no deslizamiento.

Hay que destacar también las condiciones de borde que se imponen cuando dos
fluidos fluyen en contacto a través de una interfase recta. Estos fluidos pueden
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ser dos liquidos o un liquido y un gas. En una interfase recta, la continuidad de
tensiones en cada punto (t(n) = -t(-n), ver ecuacion 4.7) lleva a plantear que los
esfuerzos cortantes a ambos lados de la misma son iguales (tener en cuenta que
cambia el sentido de la direccién normal para cada medio; ver fig. 4.13), ademas
y debido al no deslizamiento, las velocidades de las particulas de los medios en
contacto son las mismas. Estas dos condiciones terminan siendo condiciones de
borde en el perfil de velocidad dado que los esfuerzos cortantes dependen
directamente de los gradientes de velocidad. Naturalmente, las presiones son
iguales a ambos lados de una interfase recta, pero ello no aporta una condicién
de contorno Util para la integracién de una ecuacién diferencial en la velocidad.
Resumidamente, podemos decir que las condiciones de contorno las podemos
categorizar en las siguientes clases:

a) No deslizamiento:

Vfluido = Vsélido

b) Continuidad de tensiones en una interfase recta:
Vifluido I = Vfiuido IT

T fluido I = 7 fluido II

Por ejemplo, en coordenadas cartesianas y para fluidos newtonianos en flujo
unidimensional como muestra la figura 8.8-a, en y = h; se tiene:

dv; dvy

Tyx fluido 1 — Hi dy = Ui W = Tyx fluido II

Una consecuencia que se desprende de aqui, dado que la viscosidad es un para-
metro intrinsecamente positivo, es que las pendientes de los perfiles de veloci-
dad de los fluidos I y II tienen que tener el mismo signo. Si el fluido I es un
liquido y el fluido II es un gas, uz €s unas mil veces menor que u;, para lo cual la
condicion de contorno puede aproximarse a:

dv;
dy

Dicha condicién es muy utilizada cuando hay flujo con superficie libre en contacto
con aire calmo como lo muestra la figura 8.8-b; alli la fuerza motora es la grave-
dad que cumple una funcidon analoga a una diferencia de presién en flujos
perpendiculares a la aceleracién de la gravedad. Observe la eleccidon del sistema
coordenado. Ud. debe ser capaz de adaptar estas condiciones de borde a otras
coordenadas.
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)
h, .
Xy
a) P, Uj(constantes) %
hy
Van
P11, Uy (constantes)
T X

aire calmo

Figura 8.8: a) Dos fluidos newtonianos inmiscibles fluyendo entre placas paralelas. Los perfiles de
velocidad deben tener las pendientes del mismo signo. b) Un fluido newtoniano derramandose por
gravedad sobre una placa fija. En la interfase con el aire el gradiente de velocidad es cero.

c) Condiciones de contorno en r = 0 6 r — © para coordenadas
cilindricas

Hemos tenido este caso cuando resolvimos el perfil de velocidad para el flujo
laminar en un tubo. Dado que la coordenada r puede valer cero y la integracion
en coordenadas cilindricas introduce division por r o bien el logaritmo de r, en
ese caso se utilizan condiciones de contorno intuitivas como:

"L a velocidad debe ser finita” o “el esfuerzo cortante debe ser finito”

Ello habilita a anular los términos que se indeterminan cuando r = 0, haciendo
cero la constante de integracién que corresponda. Ello ha ocurrido con la integra-
cion de la ecuacién diferencial para el flujo en un capilar que se ve en la figura
8.6.

Cuando r tiende a infinito, usualmente en problemas donde el campo de flujo
esta descripto por la componente tangencial vy, la condicion de borde es que la
velocidad se anula con pendiente cero (ver figura 8.9).
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00

P, U (constantes)

Figura 8.9: Flujo laminar de un fluido newtoniano en un medio infinito, debido a la rotacién de un
cilindro.

8.6 Ecuacion diferencial de elasticidad

Cuando dedujimos la expresidon (8.5) de la segunda ley de Newton en forma
diferencial, dijimos que debia satisfacerse en todo punto de cualquier medio
continuo. En este item estudiaremos casi a sobrevuelo el caso de un medio
continuo sélido, esperando se vea que, tanto la Mecanica de los Fluidos como la
Mecanica del Sélido, son vertientes de una Unica teoria que es la Mecanica de los
Medios Continuos. En la referencia [17] (ver nota al pie en la pagina 138) Ud.
encontrara un trabajo donde se plantea la analogia entre un flujo laminar de un
fluido newtoniano entre placas paralelas fijas y la deformacion de una viga recta
sometida a flexidn pura, analogia que se sustenta en lo dicho precedentemente.
Reescribamos la ecuacién (8.5):

dv
p(g+2-22) =pgt V-

=3

y analicemos los términos que la componen asumiendo que nuestro medio es un
material sdlido. En primer lugar, distingamos que un cuerpo solido se deforma
hasta alcanzar el equilibrio en una nueva configuracién y, salvo en los elementos
que giran, el término de aceleracidén convectiva es idénticamente nulo. En piezas
gue giran velozmente se introduce un patrén de tensiones radiales y tangenciales
de muy alto valor para garantizar el giro de las particulas constitutivas del
medio. Cuando la velocidad de rotacién limite es superada las piezas estallan
generando graves accidentes. Las piedras de amolar en las conocidas amolado-
ras angulares de mano, son un ejemplo del riesgo que implica utilizar muelas
cuyo limite de velocidad de giro es inferior al de la maquina. Luego, en estos
casos el término convectivo no puede ser despreciado para arribar a un conoci-
miento adecuado del estado tensional de piezas que se someten a grandes velo-
cidades de rotacién.
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Asimismo, la derivada parcial respecto al tiempo de la velocidad sélo es distinta
de cero cuando el cuerpo sélido se acelera para salir del reposo o cuando es
actuado por cargas repetitivas de alta frecuencia, como le puede ocurrir a un
diente de un engranaje o a un cigliefal de motor alternativo debido a las
descargas de las explosiones del combustible en los cilindros (varios miles de
veces por minuto).

Finalmente, podemos decir que en la mayoria de los casos practicos los proble-
mas eldsticos son “elastoestaticos” por lo que todo el miembro izquierdo de la
(8.5) es nulo. Luego, una primera forma de la ecuacién diferencial de elasticidad
es:

0 =pg+ V- -T
(8.18)

donde se retienen las fuerzas gravitacionales para ser tenidas en cuenta si son
importantes. Algunos ejemplos en donde esto ocurre son: los cables de alta
tensién donde su propio peso es la Unica carga que actla sobre ellos, y las
estructuras de hormigén donde su peso propio es del orden de las cargas que
soportan.

En la mayoria de los casos de piezas mecanicas, el peso de las mismas es mucho
menor que las cargas por contacto. Imagine la relacién que habrd entre el peso
de un engranaje de la caja de cambios de un automavil y las fuerzas transmiti-
das a través de los dientes del mismo: totalmente despreciable. En esos casos, la
ecuacién (8.18) se transforma en:

VT =0
(8.19)

Las componentes de la ecuacidon vectorial seran las siguientes segun el sistema
coordenado utilizado.

Coordenadas cartesianas Coordenadas cilindricas
aTxx aTyx asz (1 d 1 aTgr ng OTZT)
= —_— T - e =
<6x * dy * %z 0 ror (rTr) + r 00 T 0z 0
10 1 oT, aT,
oT. oT. oT, - Y2 1 0lgg z0\ _
=y 2 ) = (rzar(r Tr9)+r 00 + az)_o
0x dy 0z
(16( T)+16T92+6TZZ>_O
aTXZ + aTyz + aTZZ — 0 T'aT r rz r 69 aZ -
0x dy 0z

158



8.6 ECUACION DIFERENCIAL DE ELASTICIDAD

8.6.1 Principio de superposicion

La ecuacion diferencial de elasticidad, en sus dos versiones, la (8.18) y la (8.19),
es una ecuacion diferencial lineal. Ello es asi debido a que en los términos que la
componen no hay componentes de T elevados a potencias mayores que uno, ni
productos entre tensiones o sus derivadas. Luego, es propiedad de las ecuacio-
nes diferenciales como la (8.19) que: si un campo tensional T; es solucién y otro
campo tensional T> también es solucidn, la combinacién lineal de ambos (k; T; +
k> T>) es también una solucidn. Obviamente, ello puede extenderse a n campos
tensoriales.

Esta propiedad habilita a tratar un problema complejo de carga como una suma
de estados basicos que pueden ser estudiados individualmente, componiendo
luego los campos tensionales para determinar la tension total y de alli dimensio-
nar el cuerpo para que resista las cargas o no se deforme mas allad de lo admisi-
ble. Dado que para resolver la (8.19) es necesario introducir la ley constitutiva
del material, para que esta composicién sea fisicamente real, éste debe ser un
material elastico lineal. Tal composicidon de casos de carga basicos se denomina
“Principio de Superposicion” y fue incluso establecido empiricamente por el
hombre desde antes de conocer el modelo elastico que representa la ecuacién
(8.19).

Seguidamente, demostraremos que las distribuciones de tensiones para los casos
basicos obtenidas por métodos ad hoc del area de la Resistencia de Materiales,
son solucién de la ecuacion (8.19). Estos casos basicos de carga son: traccién o
compresién, corte puro, flexion pura y torsién pura.

8.6.2 Traccion o compresion

Supongamos la barra traccionada de la figura 8.10. El estado tensional se
demuestra que es:

a) a Tyr @ b)

e >!
=1

JIHJIL

b b

Figura 8.10: a) Traccién de una barra delgada. b) Distribucién de tensiones normales en una
seccion perpendicular a la direccién de la fuerza de traccidn.

F
Txxzzzconst.; Tey =T =Ty =T,y =T, =0

Luego, el Unico término que subsiste en las componentes cartesianas de la
(8.19) es
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0T,y
d0x
Por lo que Tx constante es solucidon de la (8.19).

=0 =2 Ty # f(¥)

8.6.3 Corte puro de barras de seccion rectangular

Supongamos la barra sometida a corte puro de la figura 8.11. El estado
tensional, debido a la simetria del tensor de tensiones, se demuestra que es:

y a) Ci F b) Y+ corte c-d
T 5 T o
| x bz
VA/ ' R
-F : Ty
'd

Figura 8.11: a) Barra sometida a corte puro por dos fuerzas no colineales pero infinitamente
proximas (el esquema estad exagerado). b) Distribucidn de tensiones de corte constantes en una
seccion recta rectangular.

Ty = Tyx = i const. ; Tyy =Ty =Ty =Ty =T, =0

Luego, los Unicos términos que subsisten en las componentes cartesianas de la
(8.19) son:

0Ty, 0T,

I = 0, 3y =0 = Ty=T) # f(x,y)

Por lo que T, constante es solucién de la (8.19).

8.6.4 Flexion pura

Supongamos la barra sometida a un momento flector constante como se ve en la
figura 8.12. El estado tensional se demuestra que es:

M
Txx:_l y:f(y);Txy:sz:TyZ:Tyy:Tzz:0
zz

Luego, el Unico término que subsiste en las componentes cartesianas de la
(8.19) es:

0T,
0x

=0 = T, # f(x)

Por lo que T« como funcién Unica de y, es solucion de la (8.19).
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a) M -M b) -M
/\ . /\ Tex /\

y | <, |

i i

i X i

| |

Af(lzz) lf >0 lf

Figura 8.12: a) Viga sometida a flexion pura. b) Distribucién de tensiones normales en una seccién
recta perpendicular al eje de la viga.

8.6.5 Torsion pura de barras de seccion circular constante

Supongamos la barra sometida a un momento torsor constante como se ve en la
figura 8.13. El estado tensional en coordenadas cilindricas, debido a la simetria
del tensor de tensiones, se demuestra que es:

~AMr 9 a\
|
' \
i } g
f |
Aty "h v/

Figura 8.13: a) Barra cilindrica sujeta a torsién pura. b) Seccion recta perpendicular al eje de la
barra. Se ve el tipo de tension actuante en los puntos de la seccidn.

Mr
T,o = [_r=f(r); Tor = Tpr =Ty = Tgg = T,z = 0
0

Luego, los Unicos términos que subsisten en las componentes cilindricas de la
(8.19) son

0Tz 0 1 0T, 0 = T Ty, = £ (O
— . —_ — =
aZ ) r 69 29 92 f( 'Z)

Por lo que T, como funcién Unica de r, es solucién de la (8.19).

Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1) ¢Qué se obtiene de la solucidn de planteos utilizando balances
diferenciales?
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
9)

10)

11)

12)

13)
14)

15)

16)

17)
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¢En qué se diferencia el balance microscépico de cantidad de movimiento
lineal aplicable a todo medio continuo, con el aplicable a cualquier medio
fluido?

¢En qué se diferencia el balance microscépico de cantidad de movimiento
lineal aplicable a cualquier medio fluido, con el aplicable a fluidos
newtonianos?

¢Qué analogias pueden hacerse entre la viscosidad de un fluido
newtoniano y los dos modulos elasticos de un sélido elastico lineal?

¢Las ecuaciones de Navier-Stokes son validas para que caracteristicas de
fluidos?

Se sabe que una ecuacion diferencial puede gobernar distintos casos de
flujos parecidos, entonces, écdmo se obtiene la solucidn para el flujo que
se estd resolviendo?

Si el canal de flujo viscoso entre una placa plana y una movil no es de
altura constante, sino convergente, el gradiente de presion en cada
seccién depende de la altura local del canal, del caudal, de la velocidad
de la placa mévil y de la viscosidad. Demuéstrelo.

¢En qué consiste la aproximacion de lubricacion?

Enumere las condiciones de flujo que dan lugar a la llamada férmula de
Hagen-Poiseuille.

Enumere las condiciones de contorno mas comunes utilizadas en modelos
de flujo para coordenadas cartesianas.

Enumere las condiciones de contorno mas comunes utilizadas en modelos
de flujo para coordenadas cilindricas.

De la ecuacion del balance microscopico de cantidad de movimiento lineal
aplicable a todo medio continuo, obtenga la ecuacién diferencial de
elasticidad. éPara qué casos debe retenerse el término de aceleracidon
convectiva?

Discuta el sustento matematico del principio de superposicion.

Pruebe que el tensor de tensiones en un punto de una barra traccionada
o comprimida, satisface la ecuacion diferencial de elasticidad.

Pruebe que el tensor de tensiones en un punto de una barra sujeta a
corte puro, satisface la ecuacién diferencial de elasticidad.

Pruebe que el tensor de tensiones en un punto de una viga sometida a
flexion pura, satisface la ecuacion diferencial de elasticidad.

Pruebe que el tensor de tensiones en un punto de una barra cilindrica
circular, sometida a torsién pura, satisface la ecuacion diferencial de
elasticidad.



9.3 BALANCE MACROSCOPICO DE ENERGIA MECANICA

CAPITULO

Balance

Macroscopico
de Energia

Mecanica

9.1 Introduccion

En este capitulo volveremos a las formulaciones integrales o macroscopicas,
particularmente para obtener una expresidn del balance de energia mecanica
para resolver problemas donde la energia sea la variable de interés, ya sea para
dimensionar equipos o dimensionar instalaciones segun los requerimientos de
flujo. Este y los capitulos 11 y 12, son quizas los de mayor aplicacién practica de
la ingenieria, puesto que el calculo y dimensionamiento de cafnerias y bombas de
impulsidn, se realizan con el balance que vamos a desarrollar.

El analisis diferird un poco de los otros balances macroscépicos que hemos de-
sarrollado porque se realizaran varias aproximaciones a fin de que los problemas
sean resolubles con los métodos analiticos y cuentas de lapiz y papel. Dichas
aproximaciones nos daran un balance que es muy apropiado para el dimensio-
namiento o comprobacion de equipos e instalaciones que impulsan agua, las
cuales estan presentes en todas las construcciones civiles e industriales.

9.2 Expresion diferencial del primer principio de la Termodinamica

El primer principio de la Termodinamica establece que la variacion del estado
energético de un sistema esta en relacion con el trabajo efectuado sobre él y el
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calor conducido hacia él, teniendo en cuenta que el trabajo y el flujo de calor
pueden ser positivos o0 negativos, requiriendo ello la necesidad de wuna
convencion de signos. La forma diferencial usual -es decir en la forma de
peguefas variaciones- en que se presenta este principio, es la siguiente:

dE = dQ - dW

(9.1)
Donde E representa la energia total dada por la suma de todos los tipos de
energia, Q representa la energia aportada o retirada del sistema en forma de
calor, y W representa el trabajo en las distintas formas en que éste puede
hacerse sobre el sistema o0 el sistema puede hacerlo sobre el medio ambiente.
Las magnitudes de la ecuacion (9.1) tienen todas unidades de energia, es decir
[Nm = J] en el sistema internacional o sus equivalentes en otros sistemas.
Vamos a considerar los tipos de energia conocidos como energia cinética, energia
potencial gravitacional y energia interna. Por su parte, el trabajo sera aquel que
realicen fuerzas no conservativas en relacidn con el desplazamiento que sufren.
Respecto a esto, debe aclarase que el signo negativo de la ecuacion (9.1) prece-
diendo al trabajo implica que éste es negativo si se realiza sobre el sistema y
positivo si el sistema lo realiza sobre su medio ambiente. Dicho de otro modo, en
virtud de la expresion (9.1), el trabajo de una fuerza que se desplaza estaria
definido como:

W=-F-s

Es decir, exactamente al contrario de cémo se define el trabajo en los textos de
Fisica Mecdanica. Esto no es una contradiccién ya que la definicion de trabajo es
arbitraria en este aspecto.

Por otra parte, como vamos a estudiar el balance de Energia Mecanica, tampoco
consideraremos el flujo de calor en nuestros sistemas. Al ser diferenciales totales
los de la expresion (9.1), podemos dividirla miembro a miembro por el dt. Luego,
con las consideraciones precedentes, la (9.1) se transforma en:

dE aw

dt dt

(9.2)

Las magnitudes en la expresién (9.2) tendran unidades de energia sobre la
unidad de tiempo, es decir, unidades de potencia que en el sistema internacional
es [Nm/s = J/s = W], que recibe el nombre de “Watt".

9.3 Balance macroscopico de energia mecanica

Los problemas de interés en los cuales vamos a utilizar la herramienta que nos
disponemos a obtener, serdan basicamente del tipo de la figura 9.1, es decir: la
entrada a una conduccion de fluido, un dispositivo que hace trabajo sobre el
fluido (bomba) o que recibe trabajo del fluido (turbina), y una salida en la cual se
entrega el fluido con un estado energético diferente. Claramente, estos son
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ejemplos donde los volumenes de control no son sistemas cerrados -es decir,
volumenes materiales-, porque hay un flujo de masa entre la entrada y la salida.
Seguidamente veremos cémo, a partir de la formulacién para sistemas cerrados,
obtendremos una expresion de utilidad para nuestros problemas.

W

Figura 9.1: Esquema genérico de un sistema de conduccién de fluido conteniendo una maquina
fluidodindmica (se han omitido los versores normales a las areas del volumen de control).

Como dijimos en el parrafo anterior, la energia la evaluaremos en términos de
energia cinética, energia potencial gravitacional y energia interna. Al ser nuestro
medio un fluido cuyas particulas poseen velocidades y posiciones distintas,
expresaremos la variable macroscopica E en un volumen material como una
integral de una magnitud intensiva, dada como energia por unidad de masa (e).
Esto es:

2
Ezf epdef <—+gz+u>pdV
vm(t) vm(t) 2

(9.3)
Reemplazando luego la (9.3) en la (9.2), tenemos:
dE D .
- Dt Vm(t)e pdV = —W
(9.4)

En el capitulo 7 dedujimos una expresién general derivada del teorema del
transporte que permite obtener una formulacion aplicable a un volumen de
control arbitrario. Esta es la ecuacion (7.20) que empleada para la (9.4) nos
dara:
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ecpdv+ [ eplw-w - nlda= -

dt Va(t) Aa eys(t)

(9.5)
Debe aclararse que las integrales tomadas en el volumen y areas arbitrarias del
segundo miembro de la (7.20) 1, estan expresadas en la (9.5) por el negativo del
trabajo neto realizado en la unidad de tiempo sobre el volumen arbitrario. Asi-
mismo, la mayoria de los casos que nos van a ocupar se producen en condicio-
nes y espacios que nos ayudaran a simplificar la (9.5); particularmente tendre-
mos estado estacionario y volumenes de control arbitrarios donde las Unicas
superficies méviles son superficies solidas impermeables en las que se cumple
que w = V. Luego, el primer término del primer miembro de la (9.5) se anula y
en el segundo término desaparece la velocidad del volumen de control (w = 0 en
las areas de entrada y salida). Asi:

f ep (v -ndd = -W
Aeys
(9.6)

Por otra parte, el trabajo por unidad de tiempo efectuado por las fuerzas no
conservativas lo consideraremos dividido en: trabajo por unidad de tiempo
realizado por fuerzas sobre las superficies méviles, trabajo por unidad de tiempo
efectuado por las fuerzas de presion en las areas de entrada y salida, y trabajo
por unidad de tiempo efectuado por las fuerzas viscosas, también en las areas de
entrada y salida. Claramente, las mencionadas son las areas donde hay
desplazamiento de fuerzas, por el contrario, no habra trabajo realizado en las
areas fijas en las que las fuerzas por presién y por tensiones de corte no se
desplazan. Las denominadas areas moviles son clasicamente las superficies de
impulsion, ya sean parte de los rotores de las bombas o turbinas de tipo
centrifugo, o las cabezas de piston de las bombas de desplazamiento positivo.
Luego, la (9.6) sera:

] ep (2 : ﬂ) dA = _Wsup moviles — Wpresién eys — W‘L’(H) eys
Aeys
(9.7)

El trabajo por unidad de tiempo realizado sobre las superficies moviles es en
general muy dificil de calcular, por lo compleja de las superficies en el caso de
rotores y por las también complejas distribuciones de tensiones en el fluido
dentro de las maquinas hidraulicas. Por ello, trabajaremos con su valor total y lo
llamaremos “trabajo en el eje”, es decir, transferido a través de un eje en el
sentido que sea: saliendo o entrando al sistema. El trabajo por unidad de tiempo
realizado por las fuerzas viscosas es despreciable, dado que las componentes

1 Debe aclarase que el trabajo por unidad de tiempo efectuado por la fuerza gravitacional no se expresa en el
segundo miembro de la expresion (9.5), debido a que participa del primer miembro como variaciones de
energia potencial, también por unidad de tiempo.
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viscosas que realizan trabajo (=, 7y, =z €n coordenadas cartesianas) son de
pequena magnitud, mas aun si el fluido es de baja viscosidad (7, 7z 7,z SON
perpendiculares al desplazamiento). El trabajo en la unidad de tiempo realizado
por las fuerzas de presidn y segun la definicion tratada en el item 9.2, sera:

Wpresic’m eys — _f -np-v dA = f p (2 ’ ﬂ) dA
Aa eys Aa eys
(9.8)

Reemplazando la (9.8) en la (9.7) y agrupando integrales de area en el primer
miembro:

v? p
f —+gz+—+ u|p@-n dd = W,
Aeys 2 p

donde W,j, < 0 — bombay W, > 0 — turbina
(9.9)

El signo establecido para bombas y para turbinas, estd en concordancia con la
definicion de trabajo inherente a la expresion (9.1).

En la introduccion del capitulo habiamos dado cuenta de que los problemas que
nos iban a ocupar serian aquellos de impulsiéon y conduccidon de agua a través de
cafierias. En estos casos, el agua fluye usualmente en régimen turbulento, para
lo cual es muy conveniente aproximar el perfil de velocidades en las secciones de
entrada y de salida mediante un flujo plano, es decir, mediante una velocidad
media constante tanto en el area de flujo como en el tiempo (localmente un flujo
turbulento no es estacionario). Asimismo, la presidn se supondra constante en
las areas de entrada y de salida y la densidad también serd constante. Estas
aproximaciones simplifican el calculo de las integrales de la ecuacién (9.9) ya
que la velocidad sale fuera de las integrales. Para el caso de la figura 9.1 donde
hay sélo una entrada y una salida, tendremos:

2
Ums

—Weje=7 sz—gvmepJ z dA

172
vmsAs p— %vmeAe p + g vmspf
Ae

As

+ Ps Ums As ~ Pe VUme Ae + Ums P VUms As ~ Ume P VUme Ae
(9.10)

Las integrales que aparecen en los términos de energia potencial gravitacional
son los momentos estaticos de primer orden de las areas de salida y de entrada
respectivamente que, por definicion, pueden expresarse como el producto del
area por la altura del baricentro de la secciéon. Aunque no lo hemos dicho, esta-
mos considerando la energia interna por unidad de tiempo en términos de una
energia interna por unidad de tiempo promedio en las areas de entrada y salida
a los fines de simplificar la expresién. Ello no es violatorio de ningun principio y
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nos ayudara a escribir la ecuacién (9.10) de una forma homogénea, donde la
variacion de energia interna por unidad de tiempo serd un dato o se calculara
con métodos ad hoc. La variacion de energia interna por unidad de tiempo entre
la salida y la entrada siempre serd una magnitud positiva y de computo indirecto
a través del conocimiento de otras variables energéticas. Dicha diferencia
englobara lo que llamaremos “pérdida de energia” o “pérdida de carga”, esto es
una energia por unidad de tiempo intercambiada generalmente en energia
térmica por unidad de tiempo y evidenciada en la elevacién de la temperatura
del fluido en la seccidon de salida. Su origen es la disipacion viscosa por el
rozamiento del fluido consigo mismo en todo el volumen de control,
fundamentalmente en las cercanias de las paredes sélidas que lo confinan.
Luego,
2 2

Ums Ume

_Weje = TvmsAsp_ TvmeAe ptyg vmspzcsAs — 9 VUme cheAe

+ ps vmsAs — Pe Ume Ae t Ums P Ums As — Une P VUme Ae

(9.11)
Los términos en la expresién (9.11) poseen unidades de potencia y el grado
maximo de la variable velocidad es cubico. Es usual que haya problemas donde
la incognita es el caudal -por ende, la velocidad- dadas cierta cafieria y bomba.
Trabajar con la expresiéon (9.11) implica resolver una ecuacion cubica para
determinar una de las velocidades (la otra estd vinculada con la primera
mediante el balance de masa). Por ello, cuando el problema posee una Unica
entrada y una Unica salida, puede dividirse miembro a miembro la expresion
(9.11) por el flujo en peso (flujo masico por la aceleracion de la gravedad) y con
ello bajar el grado de la velocidad en el balance de energia por unidad de tiempo.
Teniendo en cuenta que

Uns As P = Upme Ae P

(9.12)
We je . vr%ls vr%le Ds De Uns Ume
- = = Wee=o—— ‘25— Zee+t———+—-—
Ums As P g Y29 29 % T pg pg g9 g
(9.13)

La expresidn (9.13) es un balance donde las dimensiones son las de longitud, es
decir, que las energias por unidad de tiempo estan expresadas en “metros”;
estos pueden interpretarse como metros de columna de fluido, usualmente y
como hemos dicho: agua. La (9.13) presenta menos dificultades de resolver
cuando la incognita es la velocidad, puesto que es mas sencillo resolver una
ecuacién de segundo grado que una de tercer grado. Podemos todavia escribir la
(9.13) en forma de variaciones o incrementos:

2
— Weje =4 <ﬁ +z,+ % + ﬁm> ; siendo Ally, = h,pérdida de carga
(9.14)
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Debe advertirse que la utilizacidon de la ecuacidon (9.14) es restrictiva de proble-
mas en los que hay una Unica entrada y una Unica salida, es decir, del tipo
representado en la figura 9.1. Si la instalacidén tuviese mas de una entrada o mas
de una salida, hay que balancear las energias por unidad de tiempo totales a
través de la ecuacion (9.11), en la que apareceran tantos términos de entradas y
de salidas como secciones con estas caracteristicas haya. Del mismo modo y aun
en sistemas con una Unica entrada y una unica salida, si el fluido que ingresa o
egresa, lo hace con distintas variables energéticas, el planteo del balance
también debe hacerse en términos de energias totales.

9.4 Un esquema ingenieril simplificado del sistema circulatorio
sanguineo

El sistema cardiovascular es el encargado de hacer circular la sangre por el orga-
nismo haciendo que llegue a todos los sectores del mismo para llevar el oxigeno
necesario para la oxidacion del carbono proveniente de los nutrientes. Esto hace
posible la obtencién de energia para el sostenimiento de la vida. Dicho de otro
modo, podriamos decir que la vida -entre otras cosas- es posible gracias a un
flujo de fluido.

En primera aproximacién podriamos pensar al sistema cardiovascular como un
circuito cerrado constituido por dos partes: el sistema arterial y el sistema
venoso. El corazon, en tanto bomba impulsora, es en rigor un sistema de impul-
sion de dos bombas conectadas en serie (ver item 12.5.3): el corazdn derecho
(CD), que recibe la sangre del sistema venoso y la impulsa al pulmén para que
se realice el intercambio de CO; por O; y el corazdn izquierdo (CI) que impulsa la
sangre oxigenada al sistema arterial para que se produzca la sesién del O; a las
células y se reciba el CO,. Un esquema de dicho circuito cerrado, en coédigos
ingenieriles, puede verse en la figura 9.2.

Debe considerarse que tal aproximacion seria valida en un corto lapso de tiempo,
debido a que al torrente sanguineo permanentemente se estd agregando fluido y
también, permanentemente, se estd extrayendo fluido por la filtracion que reali-
zan los rifiones.

Podemos calcular la potencia del corazén, es decir el trabajo por unidad de
tiempo que realiza impulsando la sangre en ambos circuitos. La figura 9.3 es un
esquema muy simplificado del corazén con las dos entradas y las dos salidas que
posee. Tomando como referencia la presion de llegada de la sangre desde el
sistema venoso (cero), en estado basal el corazéon elevara la presion en 100
[mmHg] a un caudal de 5 [I/min] de sangre, perdiéndose en el sistema pulmonar
una carga de aproximadamente 10 [mmHg] 2.

Con los datos de las presiones de la figura 9.3 puede plantearse la ecuacion
(9.14) a cada etapa de elevacidén de presidén, suponiendo entradas y salidas del
mismo diametro, despreciando las variaciones de altura y las pérdidas de carga

2 Se recuerda que 760 mm de mercurio corresponden a la presién atmosférica o 1,01x10° Pa (ver item 5.4.1).
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internas al corazdn. Ello se justifica en el pequeio tamafo del corazén. Luego,
para el CD, se tiene:

CD
— Cl
e —r—
PULMON — ﬂ
0, co, CUERPO
—_— e
Co, 0,

\_1 |

Figura 9.2: Esquema ingenieril del circuito sanguineo. El corazon esta representado como dos
bombas en serie: el corazon derecho (CD) y el corazoén izquierdo (CI).

2- Al pulmén
(15 mm Hg)

4- Al cuerpo
—= (100 mm Hg)

3- Desde el
pulmén

/ (5 mm Hg)

1- Desde el
cuerpo
(0 mm Hg)

Figura 9.3: Esquema simplificado de un corazdn real, donde se indican las entradas y las salidas
del corazén derecho y del corazdn izquierdo.
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b2 — D1 ;
—ep = ———— > Wep =~ (2~ P Q
cD 0 g cD b2 — D1
105 [Pa]  1[min] [m3]
= -1 H 1073 = -01 w
> [mmHg] 760 [mmHg] 60 [s] > X [min] 0,165 [W]
Por su parte, para el CI, se tiene:
bs — P3 .
—Vig = ——— = Wy = — (- p2)Q
cI 09 cI Ps — D3
— 95 mmig] Pl dmind o
B mmigl7e0 [mmHg] 60 [s] [min] ’ W]

La potencia de bombeo del corazén es la suma de los trabajos por unidad de
tiempo realizados por ambos corazones. En estado basal, y en valores absolutos,
ella es aproximadamente 1,2 [W].

En circunstancias de ejercicio fisico intenso, el caudal se eleva 4 veces y la
elevacién de presion un 50%, con lo cual la potencia del corazén aumenta seis
veces. Hay que destacar que ésta es la potencia que el corazon le entrega al flujo
y para realizarlo requiere 10 veces mas energia para poder mantener sus
musculos en tensién. En condiciones basales, el corazén toma 5 de los 36 [W]
que produce el organismo. Como bomba es muy poco eficiente, pero a cambio
tiene una duracion muy larga a la que cualquier bomba producida por el hombre
no podria aspirar, mas aun trabajando continuamente. A lo largo de una vida
promedio (unos 75 afios) el corazdn realiza un trabajo equivalente a subir
30.000 litros de agua a la cumbre del Everest.

9.5 El sistema circulatorio sanguineo en condiciones de ingravidez

Este es el caso de los astronautas en el espacio donde pueden pasar estadias
prolongadas en un ambiente de gravedad cero. Los buzos también estan sujetos
a un estado de microgravedad, aunque el tiempo de inmersidon no es tan largo
como las estadias de los astronautas en el espacio.

La ecuacion (9.11) indica que, si desaparecen los términos de energia potencial,
la potencia de la bomba -el corazdn- se invertird en mayores diferencias de
presion sobre un mayor caudal, compensando mayores pérdidas de carga.

El riesgo inmediato al que se someten los astronautas esta relacionado con los
efectos de la hipertension y mayores esfuerzos cortantes en las paredes arteria-
les que pueden provocar desprendimientos de placas de ateroma y consecuentes
obstrucciones isquémicas. Asimismo, la sobrepresién en el corazén puede provo-
car la dilatacion del mismo. No obstante, el cuerpo puede mitigar estos riesgos
reduciendo la frecuencia del pulso cardiaco y con ello el caudal sanguineo.
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9.6 Aerosustentador. Un analisis preliminar usando los tres
balances macroscopicos estudiados

Definamos un aerosustentador como una maquina que, a través de un chorro de
aire a velocidad suficiente, es capaz de mantenerse en equilibrio con una carga
sobre él sin tocar el suelo. La figura 9.4 muestra un disefio inicial en sus vistas
anterior y superior, junto a un diagrama de fuerzas que deben sumar cero como
condicién para el andlisis. La carga sobre el aerosustentador esta indicada con un
cuerpo de masa M.

Supongamos que el aparato se encuentra en aire calmo, que el aire ingresa a
través de un area grande y en direccién radial de modo que la interaccidon neta
del aerosustentador con el aire, en cualquier direccion perpendicular al eje del
mismo sera nula. A su vez, el aire se expulsa de la maquina en la direccidon de su
eje, con una velocidad grande, a través de un area bastante mas pequefia que la
de entrada.

La interaccion neta del aparato con el fluido en la direccién de su eje -el eje z-
deberd compensar el peso del conjunto formado por el aerosustentador y la
carga sobre él. Luego, la fuerza que el fluido haga sobre el sélido, debe ser de la
misma intensidad que el peso total y de sentido contrario. Es decir:

Frg-ss= (M +m)g k

Naturalmente, la fuerza que el aparato realice sobre el flujo serd la opuesta, es
decir igual al peso conjunto de él y su carga. Esta fuerza es la que obrard en el
balance macroscépico de cantidad de movimiento, a partir del cual puede obte-
nerse la velocidad de salida del flujo. La ecuacién (7.12) proyectada sobre el eje
Z queda:

d
Sl opvmave [ v iw-w e
at Jyqm Aa eys(t)
= —f png+f —Nny,ppdd — (M + m)g
va(t) Aa no sol(t)

Considerando estado estacionario, volumen de control fijo, flujos planos e
incompresibles, presion atmosférica en todas las areas de entrada y salida y peso
despreciable del aire contenido en el volumen, tendremos:

M+ m)g

_.07-752145= -M+m)g = v = 0 A,

Del mismo modo, el planteo del balance macroscépico de masa a través de la
(6.19) derivaria en la (6.21), es decir la igualdad de los caudales entrantes y
salientes:

172



9.6 AEROSUSTENTADOR

USAS
wDh

veAs = v, A, = V. mTDh = v, =

Por ultimo, dado que el aerosustentador analizado posee una Unica entrada vy
una Unica salida, el planteo del balance macroscépico de energia para la deter
minacién de la potencia del soplador interior, puede hacerse a partir de la expre-
sion (9.14):
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Figura 9.4: Esquema de un aerosustentador; a) vista lateral, b) vista superior, ¢) diagrama de
cuerpo aislado del aparato funcionando.

Considerando despreciables las variaciones de energia potencial gravitacional
debido a la baja densidad del aire, presiones atmosféricas entre la entrada vy la
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salida y una pérdida de carga proporcional a la energia cinética de salida,
tendremos:

2 2 2 2 2
. _ Us Ve Vs \ _ Vs _ As)
Weje_A<29 29+K29>_29[1+K <ﬂDh l

La ultima expresion nos da la potencia del soplador en unidades de metros. El
coeficiente K puede ser tomado como un parametro a ajustar, mientras que el
paréntesis es mucho menor que uno. Para tener dicha potencia en Watt, debe-
mos multiplicar miembro a miembro la expresion por el flujo en peso de fluido:

, ve Ag \?
_Weje: E 1+K_(T[D ) p g As vs

En términos de los datos:

3
1 M +m)g

, As
Weie = 3 p A, [ * 7D h lp s

Este puede ser un primer analisis de un disefio de aerosustentador, fundamen-
tado en los balances que gobiernan el flujo de fluido en su interior. Si bien el
entendimiento es idealizado, constituye una primera aproximacion sobre el cual
puedan realizarse suposiciones mas realistas o, incluso, construir los primeros
prototipos.

9.7 El balance de energia mecanica y la ecuacion de Bernoulli

La ecuacion (9.14) suele llamarse ecuacién de Bernoulli en algunos ambitos
ingenieriles. Esto no es correcto ya que la ecuacién (9.14) es aplicable a un
espacio macroscopico mientras que la ecuacidon de Bernoulli lo es en un espacio
diferencial, clasicamente un tubo de corriente donde no hay pérdidas de carga ni
maquinaria intercambiando trabajo con el flujo. De hecho, la ecuacién de
Bernoulli puede obtenerse de la ecuacién (9.14) cuando ésta se plantea en un
volumen arbitrario, sin bombas ni turbinas y sin friccién, es decir, para flujos
inviscidos. Por ello deviene la confusién, porque los casos aludidos involucran
una buena cantidad flujos de aire y algunos flujos de agua en pequefas escalas.
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Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1)

2)

3)
4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

¢El volumen arbitrario para el planteo del balance de energia mecanica,
es fijo o movil?

¢De dénde surge qué en el balance de energia mecanica por unidad de
tiempo, la potencia de una bomba presente en el volumen arbitrario de
analisis, se exprese con un numero negativo y, al contrario, si se trata de
una turbina?

¢Cémo se define la energia mecanica especifica por unidad volumen?

éPor qué en el balance de energia mecanica por unidad de tiempo, sélo
aparece el trabajo de las fuerzas de contacto a través de las areas que
rodean el volumen de control?

¢Cuales son las condiciones simplificatorias para las cuales se desarrolla
el balance?

éPor qué se desprecia el trabajo por unidad de tiempo realizado por las
tensiones normales viscosas en las areas de entrada y salida? éCuanto
vale el realizado por las tensiones viscosas tangenciales en dichas areas?

éPor qué el trabajo por unidad de tiempo realizado sobre las superficies
moviles se asume en su totalidad y no se expresa como una integral?

Obtenga el flujo de energia cinética por unidad de tiempo de un flujo que
atraviesa una seccién recta de un tubo de radio R, con una distribucion
de velocidades parabdlica del tipo V(r) = Vmsx [1-(r/R)?]. éQué factor de
correccidn deberia usarse si el calculo se hiciese con la velocidad media
del flujo?

¢Cudles son las premisas por las cuales se llega a la expresiéon del
balance de energia mecanica por unidad de tiempo en unidades
intensivas, cuando hay una Unica entrada y una Unica salida?

¢Qué signo tiene la variacién de energia interna por unidad de tiempo de
un flujo entre dos estados energéticos? ¢Qué significa dicha variacion?

Suponga una instalacion de conduccidn e impulsion de fluido en la
superficie de la Tierra y luego supdngala en el espacio, en condiciones de
ingravidez. Si, en ambos casos, la bomba comunica al flujo la misma
potencia, ¢cOmo se compensara la misma?

¢Puede el balance de energia mecanica por unidad de tiempo en unidades
intensivas, llamarse ecuacién de Bernoulli?
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Pagina intencionalmente en blanco.

176



CAPITULO

10

Analisis

Dimensional

y Similitud

10.1 Introduccion

El desarrollo de la Mecanica de los Fluidos -y la Fisica en general- ha sido posible
gracias al aporte de la experimentacion y soluciones tedricas de problemas cono-
cidos. Usualmente entre la teoria y la experimentacién se produce un lazo itera-
tivo donde, a partir de la observacién experimental, se aislan fendmenos repro-
ducibles en el laboratorio y se proponen modelos tedricos. Estos modelos arrojan
luego predicciones de dichos fendmenos para situaciones nuevas, predicciones
que deben confirmarse con nuevas experimentaciones, de lo contrario deben
modificarse las propuestas tedricas. Este no es mas que el método experimental
establecido por Galileo Galilei hace casi 400 afios.

El analisis teorico es esencial para disefiar y dirigir experimentos, y una vez vali-
dados los resultados analiticos, el modelo tedrico se constituye en una herra-
mienta valiosa para predecir y por lo tanto comprender, fendmenos del mismo
género, sobre todo cuando son de dificil observacidon experimental.

Dado que el trabajo experimental es costoso en tiempo y dinero, es necesario
obtener de éste la mayor cantidad de informacion. Existe una forma de generali-
zar pocos experimentos a una amplia variedad de fendmenos del mismo tipo
pero en diferentes escalas geométricas y dinamicas. Este hecho es fundamental
para ensayar un prototipo a través de un modelo, ya sea a escala menor —que es
lo mas usual- o un modelo a escala mayor.
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En este capitulo, revisaremos las herramientas que provee el analisis
dimensional para luego aplicarlas fundamentalmente al modelado y calculo de las
pérdidas de carga en tubos rectos de seccion circular por el que circula un
liguido. Antes que ello definiremos matematicamente como “dimension”
(magnitud en Fisica) a todo aquello que puede medirse y definiremos “unidad”,
al patrén de medida de la dimensidon, que siempre se funda en una convencion.
Por ejemplo, la dimensién “longitud” posee una unidad de medida que es el
“metro” en el sistema internacional.

10.2 El analisis dimensional

Existen fendmenos fisicos donde, hasta tanto se teorice, las variables gobernan-
tes se relacionan entre si de una manera compleja y desconocida que sélo puede
representarse matematicamente como una funcionalidad implicita. Por ejemplo,
el mddulo de la fuerza de arrastre que ejerce un flujo libre sobre un cuerpo esfé-
rico como se ve en la figura 10.1, depende de la rapidez del flujo, del diametro
de la esfera y de la densidad y la viscosidad del fluido. Sin perjuicio de la posibili-
dad -actual- que se tiene de modelar tedéricamente dicho fendmeno,
expresaremos una funcionalidad implicita para fundamentar la necesidad del
analisis dimensional. Podriamos decir entonces que:

F=f{Dpuw
(10.1)

donde cada variable posee dimensiones, es decir: un valor y una unidad de
medida.

4

Figura 10.1: Fuerza de arrastre sobre una esfera producida por un flujo libre.

Si quisiésemos obtener experimentalmente la relacién que existe entre la inten-
sidad de la fuerza de arrastre y el resto de las variables, deberiamos tomar
mediciones de F variando por ejemplo la velocidad del flujo y manteniendo
constante el resto de las variables. Si variasemos 10 veces V para un dado valor
de D, p y u, deberiamos repetir la experiencia variando D, por ejemplo, otras
nueve veces. Asi tendriamos 10 graficas de F en funcidon de V para 10 valores

distintos de D. A su vez, p y i, también deberian tomar distintos valores, por
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ejemplo, para tener un panorama bastante amplio de la dependencia de F. En
definitivas y para estos supuestos, cada variable deberia tomar 10 valores para
cada uno de los valores de las variables restantes. Ello implicaria la necesidad de
realizar 10* experimentos !, que derivarian en 103 graficas o tablas. Algo
imposible de almacenar y utilizar eficientemente. La figura 10.2 muestra una
posible grafica de F=f(V) y, en un arreglo cubico, las mil graficas que habria

debido a las 10 variaciones de D, p y L.

F ) _
D1' plf Ml p P

]
5\
\
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N\
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AN
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| NN N N N N N NN
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N,
\

1.000 Graficos
10.000 Mediciones

Figura 10.2: Esquema de la cantidad de graficos y mediciones que habria que realizar conduciendo
el experimento a través de las variables dimensionales. Se suponen 10 variaciones de cada una.

Afortunadamente, las relaciones como la (10.1) pueden expresarse como rela-
ciones funcionales implicitas entre menos variables, pero “adimensionales”,
también Ilamadas grupos adimensionales. Las variables adimensionales se
caracterizan por tener un valor numérico y ninguna unidad de medida, por ello,
también se las refiere como “numeros adimensionales”. En este caso, se
demuestra que la (10.1) puede expresarse asi:

F _ (pVD)
pvzpz - I\ Ty

(10.2)

Realizando el experimento, pero guiado por la expresidon (10.2), sélo con 10
experimentos 2 podria obtenerse una grafica donde los resultados se expresen en
términos de las variables adimensionales. Cada punto corresponderia a muchas
situaciones dimensionales cuya relacidn adimensional, en términos de Ila
ecuacién (10.2), tenga los mismos valores numéricos. Es decir: dos flujos de

1 Debe aclararse que para obtener con la mayor exactitud y precision el valor mas probable de la variable
medida en una experiencia, no basta una sola medicion como se ha supuesto, sino un gran numero de
repeticiones, es decir, una serie.

2 Entiéndase esto en el contexto del ejemplo y solo para comparacion.
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distintos fluidos, con distintas velocidades, impactando sobre esferas distintas,
pueden estar representados por el mismo punto en la grafica adimensional si las
relaciones numéricas que propone la (10.2) son del mismo valor en ambos
casos. Esto se muestra en la figura 10.3.

Se destaca que la variable adimensional del segundo miembro de la (10.2) es
muy caracteristica en los flujos de fluidos porque relaciona las fuerzas de inercia
(se le llama asi al término de masa por aceleracién) con las fuerzas viscosas y su
valor numérico suele dar una idea del tipo de flujo. Posee un nombre que lo
caracteriza, se denomina “numero” de Reynolds y se simboliza Re, importa su
valor numérico para caracterizar un flujo; generalmente valores superiores a
2000 son representativos de flujos turbulentos. Por el contrario, valores por
debajo de 2000 corresponden a flujos laminares.

F
pV?2D?

Representa muchos
casos dimensionales

pVD
U

Figura 10.3: Grafica Unica adimensional para el fendmeno de arrastre sobre la esfera de la figura
10.1. Cada punto de la curva representa muchos casos dimensionales similares.

En la bibliografia y por lo que se ha dicho precedentemente, se suele hablar de
“nuimero” en vez de “variable” adimensional porque, como veremos mas
adelante, importa el valor numérico de estas variables para establecer
condiciones de similitud entre flujos del mismo tipo en diferentes escalas:
geométricas, cinematicas y dinamicas.

Del mismo modo que la variable adimensional denominada Reynolds, hay otras
que aparecen con frecuencia en la descripcion adimensional de flujos. Todas
relacionan fuerzas de distinta indole y de a pares. Pueden mencionarse, entre
otros, los “numeros” de Euler, de Froude, de Weber y el denominado numero
capilar. Estos son respectivamente:

Ap

Eu = T relaciona fuerzas de presion con fuerzas de inercia

ZPV?

Fr = , relaciona fuerzas de inercia con fuerzas de gravedad

v
VgL
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pV?L . . .
We = , relaciona fuerzas de inercia con fuerzas capilares
o

4 , : :
Ca = —— , relaciona fuerzas viscosas con fuerzas capilares
o

En el préximo item presentaremos la regla analitica para pasar de funciones
implicitas entre variables dimensionales a funciones implicitas entre variables
adimensionales, aplicandola a la obtencion de la expresién (10.2) a partir de la
(10.1).

10.3 Teorema II de Buckingham

En este item sdlo presentaremos la tesis del teorema de Buckingham para no
abundar en aspectos matematicos que escapan al motivo de este curso.
Supongamos una relacidén implicita entre ‘n’ variables dimensionales:

¢ = (492,93, 94 »qn)
(10.3)
La que puede escribirse como:
f (19293 .......q0) = 0
(10.4)

Si ‘m’ representa la cantidad de dimensiones fundamentales, en Mecanica son
masa (M), longitud (L) y tiempo (T) para el sistema internacional (en el sistema
inglés las dimensiones fundamentales son fuerza, longitud y tiempo), la funcio-
nalidad (10.4) puede escribirse como una funciéon implicita entre ‘n-m’ variables
adimensionales independientes, denominadas /7. Es decir:

G (171,172,173, ...... ,Hn_m) = 0
(10.5)

Que las variables adimensionales 77 sean independientes, significa que ninguna
de ellas puede obtenerse por relaciones funcionales de las otras.

Debe decirse ademas que, n-m debe ser mayor o igual a dos para que tenga
sentido la aplicacion del teorema. Asimismo, y como Ud. debe estar
sospechando, una relacién adimensional entre mas de tres variables 77 también
presenta problemas para su representacién grafica. Dado el caso de tener mas
de tres variables adimensionales, pueden despreciarse aquellas que, con algun
criterio experimental, se determine que su influencia en los resultados sea
relativamente baja.

10.3.1 Determinacion de las variables adimensionales IT

La metodologia que aqui se expondra, a modo de secuencia operativa, es el
resultado del teorema de Buckingham que data de 1914. Dado que la secuencia
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es eminentemente operativa, por claridad, la presentaremos aplicada a la
ecuacién (10.1). Esto es:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Enlistar todas las variables dimensionales implicadas en el fendmeno fisico
a reproducir experimentalmente, ello nos dara el numero 'n’. Para la ecua-
cién (10.1) estas variables son: F, V, D, p y .

Determinar las dimensiones fundamentales o “primarias” de las variables
dimensionales referidas a nuestro sistema de medidas —el internacional
(SI)-, ello implica determinar 'm’. Para las variables de la ecuacion (10.1)
tenemos: masa, longitud y tiempo, es decir, las tres dimensiones basicas
para los fendmenos fluidodinamicos sin transferencia de calor a los que
nos hemos circunscriptos en el capitulo anterior (ver item 9.2).

Enlistar todas las dimensiones de las variables dimensionales en términos
de las dimensiones fundamentales. Para las variables de la ecuacion
(10.1) tenemos:

F[ML/T?], V[L/T], D[L], p[M/L7], pt[M/(L T)].
Seleccionar 'm’ variables dimensionales, estas se llamaran repetitivas
porque participaran en todas las variables adimensionales. Entre ellas
deben aparecer las 'm’ dimensiones fundamentales. No debe elegirse
como variable repetitiva a wuna variable que es entendida como
dependiente, por ejemplo, la fuerza de arrastre sobre la esfera. Tampoco
deben elegirse a la vez, variables cuyas dimensiones consten Unicamente
de una unica dimensidon primaria, por ejemplo: dos longitudes, una
longitud y un momento de inercia de un area (ambas se expresan con la
dimensién longitud, L y L*) o un momento de torsidn y una energia
(ambas poseen unidades Nm, es decir dimensiones M L?/T?). Notese que
de acuerdo al grupo de variables repetitivas que se elijan, seran las
variables adimensionales finales. Para el caso de la ecuacion (10.1)

tomaremos como variables repetitivas a p, Vy D.

Establecer ecuaciones dimensionales para cada dimension primaria,
multiplicando las variables repetitivas elegidas en 4) y elevadas a expo-
nentes desconocidos, con cada una de las variables restantes. Resolver
para obtener los exponentes desconocidos y crear los n-m grupos adimen-
sionales.

Comprobar que cada grupo o variable adimensional carece de dimensio-
nes.

La aplicacion del paso 5) al problema que establece la ecuacién (10.1) implica
plantear la siguiente ecuacién para la primera variable adimensional:
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Los exponentes a, b y ¢ desconocidos se determinan del sistema de ecuaciones
gue genera la ausencia de dimensiones a ambos lados de la expresién adimen-
sional (10.6). Es decir:

M: 0=a+1 7
I: 0=-3a+b+c+1t > a=-1, b=-2, c=-2 = I, = ———
T: 0= —b—2 topV2D?

(10.7)

Para la segunda variable adimensional, siguiendo los mismos pasos pero nom-
brando con otros simbolos a los exponentes —para evitar confusiones-, se tendra:

e

M\?* /L M
I, = ptve Dy = M°L°T0=() (_) Lf( )

13) \r LT
(10.8)
M: 0=d+1 p
L O:—3d+e+f—1}:>d:—1, e=-1, f=-12I,=—0
T: 0= —e—1 p
(10.9)

Debe decirse que la variable 77, es el inverso de Re, sin embargo, es facil notar
que el inverso de cualquier variable adimensional es también una variable
adimensional, con lo cual podemos reconstruir la (10.2), asi:

ik G (I n é(l) F é(pVD)
(10.10)

10.4 Similitud de flujos y experimentacion sobre modelos

Hemos visto en el item 10.2 que un experimento guiado y expresado en su
formulacion adimensional, tiene aplicacién a muchos casos dimensionales. En la
figura 10.3 se ve como un punto de la grafica es representativo de muchos casos
de arrastre sobre un cuerpo esférico. Por lo tanto, todos esos casos se dice que
son “similares”, porque estdn gobernados por las mismas variables adimensio-
nales y éstas poseen los mismos valores numéricos en todos ellos. La similaridad
es de suma importancia en Fisica porque permite observar, ensayar y analizar,
un caso “prototipo” a través de un caso “modelo”. Si bien en la actualidad se
dispone de enormes recursos computacionales que permiten simular tedrica-
mente un determinado fendmeno natural o tecnoldgico, las aproximaciones
(simplificaciones) que se realizan a fin de que los modelos sean resolubles no
siempre muestran en su totalidad la interrelacién entre las variables que
gobiernan dicho fendmeno. Cuando el caso prototipico es de grandes
dimensiones, por ejemplo, un buque, un avidon o una turbina hidraulica, la
posibilidad de ensayo experimental es inexistente, con lo cual la experimentacién
sobre modelos es absolutamente util y necesaria para “observar” realmente el
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fendomeno. Lo mismo valdria para los casos de prototipos de muy pequeias
dimensiones.

El modelo debe cumplir con una relacién de escala respecto al prototipo de modo
de asegurar similitudes geométrica, cinematica y dindmica. Podriamos decir que,
para llegar a un producto final, la secuencia es: simulacion computacional,
experimentacion sobre modelos a escala, produccion del primer prototipo y
pruebas finales sobre el prototipo.

La similitud geométrica garantiza que el prototipo y el modelo sean de la misma
forma y todas sus dimensiones correspondientes se relacionen por un factor de
escala constante. Esta escala puede ser mayor o menor que uno cuando quere-
mos construir modelos mas pequenos que el prototipo, o0 mas grandes respecti-
vamente.

La similitud cinematica implica que velocidades en puntos correspondientes entre
modelo y prototipo, se relacionen por un factor de escala constante. Si ello
ocurre, los patrones de lineas de corrientes seran similares y dado que las
fronteras forman las lineas de corriente limites, la similitud cinematica implica la
similitud geométrica.

La similitud dindmica, a su vez, requiere que campos de fuerzas sobre modelo y
prototipo posean una relacién a través de un factor de escala constante. Esta
similitud es la mas restrictiva y dificil de asegurar, ya que deben tenerse en
cuenta absolutamente todas las fuerzas implicadas en el fendmeno: por presion,
por tension superficial, por gravedad, etc.

Para determinar los parametros fisicos y operativos de la experiencia con el
modelo, debe plantearse el hecho sine cua non de que las variables adimensio-
nales tengan el mismo valor en ambos casos. En el ejemplo que venimos
tratando del arrastre sobre el cuerpo esférico, ello demandaria que:

B2 = (=)
" 7 mobpELo K

77,0 = 7o)
PV2D?) yopELo pV2D?

PROTOTIPO
(10.11)

PROTOTIPO

(10.12)
Si podemos decidir la escala geométrica y el tipo de fluido a utilizar, de las
expresiones (10.11) y (10.12) surgiran las escalas cinematicas y dinamicas. En
el caso en analisis solo dos parametros pueden quedar desconocidos para obte-
ner su valor a partir de las igualdades anteriores. Por ejemplo, si el modelo va a
tener un diametro 10 veces menor y el fluido serd el mismo, en la experiencia
deberemos aumentar 10 veces la velocidad del flujo libre, resultando la fuerza
medida sobre el modelo de igual valor a la que actuara en el prototipo 3.

3 Realizar experiencias sobre modelos, en algunos casos requiere instalaciones experimentales muy costosas
que solo la envergadura de grandes proyectos la justifican. Por ello, y a fin de matizar lo aqui discutido, se
anima al lector a ver los videos disponibles en internet, identificando que provengan de instituciones de
relevancia.
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En fendmenos gobernados por varios grupos adimensionales, no siempre es
posible satisfacer el requerimiento de igualdad de valores en el modelo y en el
prototipo. En ese caso y con algun criterio valido, habrd que decidir qué
relaciones entre parametros del modelo y el prototipo relajar para hacer posible
la experiencia y que ésta sea valida.

10.5 Adimensionalizacion de ecuaciones explicitas

Otra manera de determinar fehacientemente las variables adimensionales que
gobiernan un determinado fendmeno, es adimensionalizando las ecuaciones
diferenciales basicas y las condiciones de contorno e iniciales que se requieran.
Dos fendmenos similares tendran la misma forma adimensional de las ecuaciones
diferenciales y sus condiciones de borde e iniciales. El procedimiento de adimen-
sionalizacion de una ecuacion explicita no es otra cosa que un cambio de varia-
bles utilizando constantes dimensionales. Por ejemplo, para pasar de una
velocidad dimensional a una adimensional, se divide la primera por una velocidad
que, si es propia del flujo estudiado, se dice que es caracteristica. Siempre debe
buscarse que las constantes elegidas sean caracteristicas.

Mas alla del argumento anterior, orientado a la experimentacion en laboratorio,
la adimensionalizacion de ecuaciones diferenciales basicas persigue un concepto
economicista para la solucién de las mismas. Es decir, la solucidén de una ecua-
cion diferencial en variables dimensionales corresponde a un caso dimensional
para el cual se les ha dado un valor a todos los parametros fisicos y operativos,
en cambio, la solucién de la misma ecuacidon adimensionalizada, es valida para
todos los casos dimensionales para los cuales el valor numérico de los grupos
adimensionales es el mismo que el utilizado para obtener la solucidon. Mas aun,
desde el punto de vista computacional, el uso de constantes caracteristicas hace
que las variables adimensionales sean de orden 1, lo cual posee ventajas de
convergencia para los algoritmos que deben ajustar sus incégnitas con el mismo
error. De otro modo, un mismo algoritmo puede no converger por la dificultad de
ajustar incognitas de muy distinto orden de magnitud.

Por ultimo, si las variables adimensionales son de orden 1, el peso relativo de
cada término en una ecuacién, se transfiere al valor numérico del grupo adimen-
sional que afecta a cada término. Con esto se simplifica el anadlisis de 6rdenes de
magnitud para simplificar las ecuaciones finales. Seguidamente trataremos un
ejemplo.

10.5.1 Adimensionalizacion de la ecuacion de Navier-Stokes

Podriamos decir que en la caracterizacién extrema de flujos como puramente
viscosos o totalmente inviscidos, las fuerzas de presién se equilibran de distinta
forma. En el primer caso con las fuerzas viscosas y en el segundo caso, con las
fuerzas inerciales (el término masa por aceleracion). Por esta razon tenemos dos
formas de adimensionalizar la ecuacion de Navier-Stokes en funcién del tipo de
flujo a modelar, en un caso la presidon podra adimensionalizarse con un esfuerzo
de corte caracteristico y, en el otro, con una “tensidon” inercial caracteristica. En
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los casos intermedios habra que decidir cudl es la particularidad prominente del
flujo para adimensionalizar la presion.

Adimensionalicemos primero, variables adimensionales con constantes
caracteristicas de un flujo viscoso, es decir, de aspecto laminar. Optando por una
velocidad caracteristica V y una longitud caracteristica L, pueden a partir de ellas
adimensionalizarse todas las otras variables. Convengamos, ademas, que los
parametros materiales, si son constantes, no se adimensionalizan porque
formaran parte de los grupos adimensionales que surjan. Luego:

L Vi=V L p*:L
A “,

Reemplazando en la ecuacion (8.15) y operando, se tiene:

t* =

pVL(@U* ) pl?g
i \ge TY P v k- e+ VT

O lo que es lo mismo

*

ov
e (('Jt_* +z*-2*2*) =Snk - Vp" + V¢

(10.13)

Para flujos puramente viscosos Re — 0, con lo cual el primer miembro de la
(10.13) puede ser despreciado. Notar que el término entre paréntesis es de
orden 1.

Por otra parte, la adimensionalizacion de la (8.15) para flujos de muy baja
viscosidad, demanda que la presion -a diferencia de lo anterior- se
adimensionalice como:

. _ P
P=

Para dar la forma final adimensional:

(10.14)

Para flujos de muy baja viscosidad, Re tiende a infinito con lo que el ultimo
término del segundo miembro puede despreciarse.

10.6 Flujos externos: conceptos basicos sobre Capa Limite

Si bien este es un tema que puede abordarse analiticamente desde las ecuacio-
nes que gobiernan el movimiento de los fluidos, donde varios ejemplos especifi-
cos poseen solucion cerrada y otros pueden estudiarse via métodos computacio-
nales, todavia hoy la comprensién del fendmeno de la capa limite requiere
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procedimientos experimentales. Por este motivo, hemos elegido ubicar en este
capitulo los conceptos basicos relacionados al tema.

La fuerza de accién aerodindmica (o hidrodindmica) que sufren los cuerpos
interactuando con un flujo libre, posee dos razones: las fuerzas viscosas y las
diferencias de presion (la razon mas importante) sobre la superficie del cuerpo.
Dicha fuerza posee una componente en la direccién del flujo, que produce el
“arrastre” del cuerpo, y otra componente perpendicular al flujo, que produce la
“sustentacion” del cuerpo.

Hasta 1904, estos fendmenos no podian estudiarse tedricamente porque no
podia resolverse analiticamente la ecuacién de Navier-Stokes, que contiene las
fuerzas de origen viscoso. En cambio, si podia resolverse la simplificacion de ésta
gue se obtiene despreciando los términos viscosos en la version conocida con el
nombre de Euler. Sin embargo, los resultados eran carentes de sentido fisico
pues dichas soluciones no predecian fuerza de arrastre y tampoco de
sustentacion.

El aerodinamista aleman Ludwig Prandtl introdujo entonces el concepto de “capa
limite”, como aquella region lindante al objeto dentro del flujo en la cual se
manifiestan los fendmenos viscosos que surgen por el contacto del fluido con el
sélido, especificamente por la condicion de no deslizamiento. Esta interaccidn,
aun para fluidos de viscosidades muy pequenas (tipicamente el aire), es muy
importante en las inmediaciones de la superficie del cuerpo y no debe
despreciarse. Fuera de la capa limite, el flujo sigue su curso libremente como si
el objeto no existiese en su seno y, por lo tanto, su dindmica responde a las
ecuaciones de Euler. El concepto establecido por Prandtl, hizo posible el
modelado tedrico del problema y el logro de soluciones analiticas para varios
casos arquetipicos, como por ejemplo el de una placa plana en contacto con un
flujo libre semi-infinito como muestra la figura 10.4.

U Uso
= = | — o
—_— ——
YA Zona de transicion
Poo
_— — Capa turbulenta
H _.—-'—-7
/ p 6 Subcapa laminar
= )77 / T 7 T 777
A

flujo laminar

Figura 10.4: Capa limite generada por un flujo libre semi-infinito sobre una placa plana.

La teoria derivada del concepto de capa limite y las soluciones analiticas logradas
para ciertos casos, dio lugar a un entendimiento del fendmeno del arrastre y la
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sustentacion que revoluciond la aerodinamica y también la hidrodindmica. Con
posterioridad, ello se vio reflejado en la inédita performance que, para la época,
tuvieron los aviones y los buques de guerra de la Alemania Nazi. Suele decirse
que, si aquellos alemanes hubieran contado con computadoras, el resultado de la
segunda guerra mundial podria haber sido otro.

En la figura 10.4 se ve la formacién de una capa limite cuyo espesor es a priori
desconocido, variable y definido como aquella distancia en la que la velocidad del
flujo dentro de la capa limite es 0,99 de la velocidad del flujo libre (U«). El cono-
cimiento del espesor de la capa limite es esencial porque marca los limites de la
interaccion sélido-fluido. Idealmente, se requiere que la capa limite sea lo mas
delgada posible y se encuentre adherida a la superficie sélida en la mayor parte
de la misma para minimizar el arrastre. Si la capa limite estuviese pegada sobre
toda la superficie del cuerpo, las lineas de corriente confluirian detras del objeto
evitando la depresion relativa respecto al frente de ataque que da lugar a la
parte mas importante del arrastre.

10.6.1 Modelo en ecuaciones del flujo en la capa limite

Dentro de la capa limite el flujo es preponderantemente viscoso, pero también
son importantes los efectos inerciales sobre todo cuando la velocidad del flujo se
acerca a la del flujo libre.

Hasta en los casos mas sencillos, como por ejemplo el mostrado en la figura
10.4, el flujo en el interior de la capa limite es al menos bidimensional, donde las
incognitas a resolver son usualmente las componentes de la velocidad y la
presion. Para un flujo newtoniano e incompresible, el modelo estara dado por las
ecuaciones de Navier-Stokes (ecuacién 8.15) y continuidad (ecuacién 6.14). Es
decir:

v 5
p(§+2-22) = pg—Vp + uviu

7-v=0

Debe tenerse en cuenta que las condiciones de borde para la velocidad -supo-
niendo como hasta ahora un flujo libre y un sdélido en reposo- son: no
deslizamiento sobre la superficie sélida; velocidad tendiente a la del flujo libre y
pendiente nula de la velocidad respecto a la direccién normal, sobre la linea que
delimita el espesor de la capa limite. Matematicamente, dicha posicién sobre la
direccién normal (la direccién y en la figura 10.4) se representa como el infinito.

Asi es, el espesor fisico finito y mas aun, pequefio, denominado O, tiene la
representacién matematica de su extremo como una posicidn en el infinito (o).
En simbolos y para el caso de la figura 10.4:

v = 0, Vx, y=0
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= 099U Z
2 - Y [cel} dn

=0, Vx, y >

En los denominados bordes de ataque como el A de la figura 10.4, la presion es
una presion de estancamiento y puede obtenerse planteando la ecuacion (9.14)
sobre una linea de corriente que termine en A, asumiendo que no hay cambios
de altura, que no hay trabajo entregado a través de un eje y tampoco pérdidas
de carga (ver item 9.7). Es decir:

pUS,

v? p
0=A +— - (pA_poo)zT

29 pg

Soluciones analiticas del problema presentado en la figura 10.4 fueron obtenidas
por los discipulos de Pandtl, Heinrich Blasius y Theodore von Karman, pero
trascienden los alcances de este libro.

10.6.2 Separacion de la capa limite

La separacién o desprendimiento de la capa limite se produce fundamentalmente
sobre superficies sdlidas curvas. La figura 10.5 muestra un cuerpo tipo ala de
aviéon, donde el flujo se acelera en la superficie superior como consecuencia del
estrechamiento del area que se produce debido al perfil que presenta su mayor
altura en el punto C. Analizando el flujo, analogamente a la seccion anterior, se
ve que habra una presion de estancamiento en el punto A y que luego la presion
disminuira alcanzando un minimo en C, en el estrechamiento maximo. Después
de C las areas de paso aumentan desacelerando el flujo y aumentando la presion
en la direccién del movimiento y oponiendo un gradiente adverso que, en un
punto como el D, es capaz de detener el flujo en las inmediaciones del sélido y
mas adelante generar un ambiente propicio para el ingreso de un reflujo. Este
flujo contrario es impulsado por la presidon ambiental -aguas abajo- que es mayor
gue la presién en el punto D. Cuando esto ocurre, se dice que la capa limite se
ha desprendido y la diferencia de presién entre el punto A y el D es la razén
principal del arrastre al que queda sujeto el cuerpo.

SUSTENTACION /\—\\\_>

)
ééngulo de ataque ((?r)\

\\\

Figura 10.5: Cuerpo con formas curvas tipo ala de avién. Se ejemplifica el desprendimiento de la
capa limite y se indican las fuerzas de arrastre y sustentacion para un angulo de ataque mayor que
cero.
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En la parte inferior del perfil tipo ala, debido a su forma asimétrica y a la posicidn
con angulo de ataque no nulo, se genera una distribucion de presiones mayores
a las de la parte superior que van a ser la principal causa de la fuerza de
sustentacion.

En la figura 10.6 se esquematizan los perfiles de velocidad dentro de la capa
limite donde se ve que paulatinamente la pendiente del perfil sobre la superficie
del cuerpo tiende a cero en la direccidon normal a la misma. En el punto D dicha
pendiente es cero y ello se establece como la condicién de separacion de la capa
limite, es decir:

dv|
an_

Figura 10.6: Perfiles de velocidades en la capa limite laminar antes y después de producirse la
separacion. En el punto de separacion el perfil de velocidades tiene pendiente cero.

Clasicamente, tal condicidn se utiliza para encontrar analiticamente la ubicacién
del punto D. De otra manera, el punto de separacion de la capa limite debe ser
ubicado por métodos experimentales.

La figura 10.7 muestra un ala de avién con formas variadas entre el despegue y
el aterrizaje para retrasar o adelantar, respectivamente, la posicién del punto D.

Figura 10.7: a) Partes moviles del ala de avidn en posicion dptima para el despegue: se promueve
la adhesion de la capa limite. b) Partes mdviles del ala de avidn en posicidén éptima para el
aterrizaje: se promueve la separacion de la capa limite. Las fotografias pertenecen a la misma ala
de un avién y fueron tomadas por el autor.
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Es tarea principal de la aerodinamica encontrar las formas mas adecuadas para
evitar el despegue de la capa limite o bien retrasarlo lo mas posible para dismi-
nuir el arrastre. Asimismo, que dichas formas sean Optimas para un buen rango
de velocidades del flujo libre.

En el caso de los aviones, los flaps (solapas) de las alas son los encargados de
variar la forma del ala para generar menor o mayor arrastre segun se requiera
en el despegue o en el aterrizaje. Lo inverso ocurre con la sustentacién, que
debe ser maxima en el despegue para la elevacién y minima en el aterrizaje para
producir el descenso.

Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1)

2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)

9)

10)
11)
12)
13)

14)
15)

16)

¢En qué idea clave se sustenta el analisis dimensional?

Suponga un grafico adimensional entre una variable 77; y otra Ib,
obtenido experimentalmente. éQué representa cada punto de la curva
que relaciona ambas variables adimensionales?

éPor qué a las variables adimensionales se las denomina cominmente
“numeros” adimensionales?

¢Qué representa para un flujo el denominado nimero de Reynolds? éQué
significan sus valores extremos de cero e infinito?

¢Qué demuestra el teorema 77 de Buckingham?

¢éCuantas y cuadles son las dimensiones fundamentales del sistema
internacional para Mecéanica?

Enumere los pasos de la tesis del teorema de Buckingham para hallar las
variables adimensionales /1

éCudles requisitos deben atenderse para seleccionar las variables
repetitivas necesarias para implementar el teorema de Buckingham?

¢En qué se basa la experimentacién sobre modelos de casos reales?
Defina las similitudes geométrica, cinematica y dinamica.

¢De acuerdo a qué criterio Ud. adimensionalizaria una ecuacion explicita?
¢Qué es una constante caracteristica en un fendmeno fisico?

éCémo logra Ud. que las variables de wuna ecuacién explicita
adimensionalizada sean de orden 1?

Defina la capa limite y escriba un modelo en ecuaciones genérico.

Defina la separacion de la capa limite y establezca la condicion
matematica para que ello ocurra.

éPor qué es importante que la capa limite no se separe?
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Pagina intencionalmente en blanco.
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CAPITULO

11

Flujos

Viscosos:

Pérdida de Carga

11.1 Introduccion

Impulsar fluidos por conductos requiere vencer las resistencias al flujo que se
producen por el rozamiento del fluido consigo mismo, fundamentalmente en las
inmediaciones de las paredes que lo contienen. Tales superficies pueden ser tan
lisas como se desee, pero la magnitud de las tensiones tangenciales que las
mismas introducen al fluido para que adquiera la velocidad de la pared -nula en
la mayoria de los casos-, producen fuertes disipaciones que transfieren energia
mecanica en energia térmica. A ello, se le suma la resistencia al movimiento del
fluido por el choque contra las protuberancias que presenta la rugosidad, que es
tanto mas importante cuanto mas rugosa es la tuberia.

El fendmeno es harto complejo dado que los flujos son en general turbulentos y
las superficies de contacto con las paredes son matematicamente indescriptibles.
Por ello, circunscribiremos el analisis al flujo en tubos rectos de seccién circular y
utilizaremos las ventajas del analisis dimensional para —experimentalmente- dar
solucién a la evaluacién de la energia perdida en la impulsién de flujos viscosos
por caferias.

La utilidad de este analisis es por si elocuente ya que flujos impulsados a través
de cafierias, hay en toda construccién civil o0 mecanica que nos podamos imagi-
nar. De todas estas, las instalaciones de agua son quizas las mas frecuentes.
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11.2 Flujos internos: el fendmeno de la pérdida de carga en tubos
rectos de seccion circular

Supongamos un conducto recto de seccidn circular en posicidn horizontal como
muestra la figura 11.1, por el que circula un flujo con una velocidad promedio Vi,
debido a una diferencia de presién.
El planteo del balance de energia en dicho volumen de flujo requiere establecer
las variables en la ecuacion (9.14). Esto es:
. vh p . .
— Weje =A <2— +z.+—+ ﬁm> ; siendo All,, = h,pérdida de carga
g Py

donde solo subsisten los términos de variacién de energia interna y el trabajo de
flujo (a veces llamado energia de presion). A la variacidon de energia interna la
comenzaremos a llamar “pérdida de carga”, de modo que la expresidn que queda
de la 9.14, dado que no hay trabajo en el eje, variaciones de energia cinética y
tampoco de energia gravitacional, es:

0=A(i) + hy = hy = —A—pzﬂi

P9 Py Py

(11.1)

La expresion (11.1) nos dice que: la diferencia de presidén requerida para hacer
circular un flujo en las condiciones de la figura 11.1, se invierte totalmente en
elevar la energia interna del flujo, en general evidenciada en un aumento de su
temperatura en la seccion de salida, respecto a la de entrada.

En el item anterior, deciamos que las tuberias pueden ser todo lo lisa que se
desee o se “pueda”, por lo que en general seran rugosas. El conocimiento de la
rugosidad sera de importancia en la evaluacion de la pérdida de carga.

P1 | P2<DP1
:_ S pul T |
— D | —
Qi) : ______________ I Qo
i /
L
=" =

Figura 11.1: Tubo de seccidn circular constante en posicidon horizontal. Se requiere un gradiente de
presién para hacer circular un caudal Q.

La figura 11.2 muestra un corte diametral de la pared de un tubo -en forma
exagerada- como el de la figura 11.1, donde puede verse una ondulacién carac-

teristica de la pared interior para la cual se define la “rugosidad absoluta &"”
como la distancia entre la cresta mas alta y el valle mas profundo. Es intuitivo
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pensar que la rugosidad no es importante en si misma sino con relaciéon al
diametro de la tuberia, porque no es lo mismo una dada rugosidad absoluta en
un tubo delgado que en un tubo grueso. Dicha variable depende del material del
tubo y las caracteristicas constructivas del mismo. Asi: las tuberias de cemento o
hierro fundido seran las mas rugosas, mientras que las de acero extruido vy
polimeros, seran las mas lisas.

Figura 11.2: Corte diametral de un tubo donde se esquematiza -exageradamente- la rugosidad
interior. Se indica la maxima distancia entre un valle y una cresta.

Queda claro entonces que la diferencia de presidn necesaria para hacer circular
un flujo por un conducto como el considerado, dependera al menos de: el
diametro del tubo, no es lo mismo impulsar un caudal dado por un tubo fino que
por uno grueso; la longitud del tubo, porque es mas dificultoso transportar un
mismo caudal por un tubo largo que por uno corto; la viscosidad del fluido,
porque no es lo mismo transportar agua que aceite por ejemplo; la densidad,
porque es distinto impulsar agua que algun metal fundido por ejemplo; la rugo-
sidad absoluta (siempre referida a tubos nuevos) y la velocidad media del flujo -
es decir el caudal-, ya que es distinto transportar un caudal por un tubo que
transportar el doble o la mitad de él. Como la dependencia de la diferencia de
presion necesaria entre los extremos del tubo es compleja y por lo tanto
desconocida, se planteara dicha relacion implicitamente:

Ap* = ¢ (D,L, 1, p, & V)
(11.2)

La ecuacion (11.2) establece una relacion implicita entre 7 variables
dimensionales cuyas dimensiones se dan en términos de 3 dimensiones basicas
como son la masa, la longitud y el tiempo. Luego, en términos del analisis
dimensional, tendremos que n=7 y m=3, con lo cual puede obtenerse una
relacién implicita adimensional entre cuatro variables IT .

Dada la extension del procedimiento para obtener esta relacion, lo daremos por
realizado. Luego:

1 Tal como se expresa en el punto 4) del item 10.3.1, la relacién implicita dimensional 11.2 puede dar lugar a
distintas relaciones implicitas adimensionales segun el grupo de variables repetitivas que se utilicen. Puede
utilizarse cualquiera de esas relaciones adimensionales para guiar experimentos -la que aparezca como mas
descriptiva del fendmeno- o bien, construir una relacion alternativa, tomando las mejores
relaciones adimensionales para guiar los experimentos y expresar sus resultados. Siempre asegurando la
cantidad n-m de variables adimensionales, que sean independientes y que en ellas se encuentren las n
variables dimensionales. La ecuacién 11.3 es un ejemplo de ello.
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N —

p Vi
(11.3)

En la expresién (11.3) una de las variables adimensionales de importancia es la
relacion entre la rugosidad absoluta y el diametro -la rugosidad relativa-, hecho
que habiamos discutido mas arriba. También -y como parece légico-, es impor-
tante la relacién de aspecto del tubo dada por la relacidon entre la longitud vy el
diametro. El nUmero de Reynolds, como ya hemos visto en el capitulo 10, define
el tipo de flujo (laminar o turbulento) en términos de la velocidad, la densidad, la
viscosidad y el didametro del conducto. El factor 2 se coloca de exprofeso para
gue aparezca la energia cinética por unidad de volumen escalando la caida de
presion, dado que lo que se esta modelando es una “pérdida de energia”.

La expresion (11.3) es mucho mas practica que la (11.2), para realizar experien-
cias a los fines de dimensionar la diferencia de presién necesaria para impulsar
un flujo en una tuberia, pero posee cuatro variables adimensionales, con lo que
se complica la expresién de los resultados en una Unica grafica. Para ello reque-
rirlamos solo tres variables adimensionales: una para las abscisas, una para las
ordenadas y otra como un parametro de seleccion de curvas. Puede entonces
escribirse, por beneficios de las expresiones implicitas, que:

Ap*

= % P (Re,%) , con P (Re,%) = f

N| =

%5

(11.4)
El factor adimensional f se denomina “factor de friccion” o factor de friccion de
Darcy, y puede ser determinado a partir de la (11.4) dado que todas las otras
variables que aparecen pueden ser medidas o calculadas. De esta forma, puede
confeccionarse una grafica donde se vincule el factor de friccién con el nimero
de Reynolds y la rugosidad relativa.

11.3 El diagrama de Moody

La grafica que se aludia en el parrafo anterior, existe y se denomina diagrama de
Moody, en honor a uno de sus creadores. Esta grafica puede realizarse a expen-
sas de un numero limitado de experiencias de laboratorio y, al ser una carta
adimensional, sus valores son aplicables a una infinidad de casos dimensionales.
Todos los flujos de fluidos viscosos en conductos rectos de seccion circular, estan
contenidos en el diagrama de Moody.

Reordenando la (11.4) como

Ap*

~| O

N =
N

pV

3

(11.5)
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el esquema experimental de la figura 11.3 permite obtener el factor de friccion,
conociendo las propiedades del fluido (p, 1), los parametros geométricos del

tubo (L, D, &), midiendo la diferencia de presién y midiendo el caudal circulante.
Variando luego el caudal con la ayuda de una valvula de varias posiciones,
pueden obtenerse otros valores del factor de friccion obrando de igual forma.

\V4
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Figura 11.3: Instalacion basica para la obtencion del diagrama de Moody para una rugosidad
relativa dada.

El mismo procedimiento puede repetirse para otras tuberias de modo de medir
los factores de friccién para distintas relaciones de aspecto y rugosidades relati-
vas.

La expresidn de estos valores de f en una grafica adimensional con el nimero de
Reynolds en abscisas, el factor de friccion en ordenadas y la rugosidad relativa
como parametro, da como resultado el mencionado diagrama de Moody. Debe
destacarse que el diagrama de Moody es un diagrama /og-log, es decir expresado
en escalas logaritmicas para poder contener la gran variaciéon del niumero de
Reynolds para los distintos casos de flujo. Dicha variable varia entre 5x102 y 108,
una escala como esa no puede expresarse en forma lineal debido a la gran
longitud que resultaria para su eje coordenado (una marca cada milimetro en el
eje de abscisas por cada valor de Re, implicaria un millén de milimetros, es decir,
iun eje de 1km!).

El diagrama de Moody se presenta en la figura 11.4. En él pueden definirse tres
zonas caracteristicas de flujo: la de flujo laminar para el caso de flujos muy
viscosos o muy lentos, la zona de transicion para los flujos que estdn en un
régimen intermedio entre laminar y turbulento, y la zona de flujo turbulento o
completamente desarrollado para flujos muy rapidos o de muy baja viscosidad,
donde el factor de friccion se vuelve practicamente independiente del Re. En la
referencia [18] Ud. podra ver un trabajo experimental donde, con una instalacién
como la de la figura 11.3, se pudieron reproducir puntos del diagrama de Moody.
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Finalmente, teniendo en cuenta las expresiones (11.1) y (11.5), expresaremos la
pérdida de carga en tramos rectos de seccién circular como:

N[ =

b f
g

L
hs D

(11.6)

A continuacién, obtendremos la relacién lineal que aparece en el diagrama de
Moody para el flujo puramente viscoso o de Hagen-Poiseuille.

El flujo puramente viscoso circulando por un tubo capilar fue estudiado en el item
8.5.2, habiendo obtenido la conocida relacion de Hagen-Poiseuille dada por la
expresion (8.17), que reescribimos habiendo hecho un pasaje de términos:

_128uLQ
~ mD*

Expresando el caudal en términos del producto de la velocidad media (V) por el

area de flujo, y multiplicando y dividiendo el segundo miembro por 2pVpn, se
tiene:

128 ul mD?V, 2pV, 1
_ U m 4P Vm _ 64 _mez U
m D* 4 2pV, 2 pV,, D

Ap*

| =~

Luego, en términos de la ecuacion (11.5):

_ ApT D 64
f= L Re

p Via

N —

(11.7)

Aplicando el logaritmo decimal miembro a miembro de la (11.7), nos quedara
una relacion lineal con pendiente negativa en las coordenadas del diagrama de
Moody. Esto es:

log (f) = log (64) — log (Re)
(11.8)

11.4 Pérdida de carga en accesorios

Llamaremos accesorios a todos los elementos constructivos de una instalacién de
impulsion y conduccién de fluidos que, unidos a dos o mas tubos, produzcan
variaciones en flujo tales como: continuidad del flujo entre dos tubos iguales
(uniones dobles), cambio en la direccidon de movimiento (codos), division del
flujo en dos o mas flujos (uniones té), cambio de la velocidad del flujo mante-
niendo el caudal constante (reducciones o expansiones) y variacién del caudal
circulante (valvulas). Los fuertes cambios de direccibn o magnitud de la
velocidad en el flujo conducido a través de dichos accesorios, producen
inevitables pérdidas de carga que se suman a las de los tubos rectos.
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11.3 EL DIAGRAMA DE MOODY
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Figura 11.4: Diagrama de Moody para flujo totalmente desarrollado. Tomado de “Mecanica de

Fluidos. Fundamentos y Aplicaciones”, Y.A. Cengel y J.M. Cimbala. Mc Graw Hill, Mé&jico, 2006.



CAPITULO 11: FLUJOS VISCOSOS: PERDIDA DE CARGA

Dada la geometria de los accesorios, es muy complicado evaluar la pérdida de
carga de un modo analogo al realizado en la seccién 11.2. Por ello, se ha optado
por expresar la pérdida de carga en un accesorio como proporcional a la energia
cinética del flujo; esta convencion es particularmente atil para flujos completa-
mente desarrollados a altos nimeros de Reynolds.
El factor de proporcionalidad se obtiene experimentalmente para cada accesorio
midiendo la caida de presidn y se encuentra en tablas al efecto que proporcionan
los fabricantes. Luego, la pérdida de carga expresada en [m] sera:
x
S I

Vi
Pg g

(11.9)

En el caso de estrechamientos o ensanchamientos, debe decidirse que energia
cinética utilizar dado que es distinta a ambos lados del accesorio. Como regla
practica, utilizaremos una energia cinética promedio. Es posible que se crea que
tomando la mayor de las energias cinéticas nos pongamos del lado de la seguri-
dad al sobredimensionar la pérdida de carga, no obstante, y como veremos en el
proximo capitulo (item 12.5.2), sobredimensionar la pérdida puede llevar a la
bomba a funcionar en un régimen que no sea el éptimo para el cual se la
selecciond.

Longitud equivalente

Otra forma de evaluar las pérdidas de carga en accesorios es asimilando los
datos experimentales a tramos de tubos rectos de seccion circular, de modo de
definir una longitud equivalente o -mejor todavia- una relacién equivalente entre
longitud y didmetro lo cual hace aplicable a cualquier tubo la equivalencia reali-
zada. La misma estrategia se utiliza cuando los tubos no poseen seccion circular,
para lo cual -de esta forma- se transforma el problema en uno equivalente a
tubos de seccidn circular. Mas alla de la importancia del tema, no nos abocare-
mos a él dado que las distintas formas de resolver problemas de dimensiona-
miento de instalaciones de impulsion y conduccion de fluidos, es tema de estudio
de asignaturas del area de las tecnologias aplicadas, por ejemplo, la denominada
Instalaciones Industriales.

11.5 Pérdida de carga total en una instalacion

Una instalacién de conduccion de fluido estara integrada en general por muchos
tubos y muchos accesorios para cumplir con las diversas necesidades de sumi-
nistro de fluido. Dado que la energia es un escalar, la pérdida total de energia
serd la suma de las pérdidas individuales en cada componente de la instalacion,
por ello, puede establecerse que:

14 q
i=1 j=1
(11.10)
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11.6 SOLUCION DE PROBLEMAS

A\Y 14 n n

Donde “p” y “g” son las cantidades de tubos rectos y accesorios respectivamente.

11.6 Solucion de problemas de dimensionamiento de caierias
cuando las incognitas son la pérdida de carga o el caudal
circulante

La soluciéon de problemas donde hay una instalacion por la que circulard un
caudal determinado con la asistencia de una bomba, puede tener dos formas de
resolverse segln qué datos se conozcan. Esto es:

1) Dimensionar una bomba para impulsar un caudal requerido por una
instalacién dada (se conocen: la geometria, los tubos y todos los acce-
sorios).

2) Conocer el caudal impulsado, dada una instalacién y una bomba (o una
altura equivalente, por ejemplo, de un tanque elevado).

Ambos problemas se resuelven planteando la ecuacion de la energia mecanica,
(teniendo en cuenta el Ultimo parrafo del item 9.3) donde la pérdida de carga se
dimensionara de acuerdo a la expresion (11.10). En ésta sera necesario valorar
coeficientes de friccion de acuerdo a los flujos dados en cada parte de la
instalacion.

Para los problemas del tipo 1), la solucion es directa debido a que se conocen las
partes de la instalacidon (tubos y accesorios) y se conoce el caudal circulante. Ello
implica conocer los nUmeros de Reynolds (Re) para los cuales quedan estableci-
dos todos los factores de friccidon que se requieran.

En el caso de problemas del tipo 2), la ecuacion a resolver para la determinacién
de la velocidad media en las tuberias tendra la siguiente forma:

Vi = \/F (f,weje,...,otras variables)
(11.11)

La ecuacién (11.11) no puede resolverse por si sola debido a que existen como
incégnitas la velocidad y el factor de friccion que depende a su vez de ésta. Es
necesario aportar otra ecuacién para dar con un sistema resoluble. Esta ecuacién
no la disponemos explicitamente pero si graficamente, esto es, el diagrama de
Moody. Dicho diagrama, luego, cerrara el sistema de ecuaciones y se requerira
necesariamente un algoritmo numeérico iterativo por dos razones: la naturaleza
no lineal de la ecuacion (11.11) y la forma implicita de la funcionalidad dada por
el diagrama de Moody.

El siguiente algoritmo numérico es convergente, rapidamente convergente
porque la convergencia se produce en el coeficiente de fricciéon. Dicha variable
varia so6lo en dos érdenes de magnitud (entre 0,008 y 0,1) mientras que el Re lo
hace en seis ordenes de magnitud. Por ello, la convergencia en el factor de
friccion es mucho mas facil de lograr debido al menor entorno de variacion
respecto al Re:
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CAPITULO 11: FLUJOS VISCOSOS: PERDIDA DE CARGA

1- Se supone un valor de factor de friccion inicial f; con el cual obtener de la
ecuacién (11.11) un valor Vm. Una estimacion inicial para el factor de
friccion entre 0,02 y 0,025, es usualmente una buena inicializacion.

2- Con V., se obtiene un Re;

3- Con Re; y la rugosidad relativa que corresponda (&/D), se determina un
fir1.

Se controla la convergencia en el factor de friccion, evaluando que:

fi+1 _fi
——— < 0,05
fi

Si se cumple la sentencia del punto 4, los valores finales seran fis1y Vmi,

de lo contrario, con fiy; se vuelve al punto 1 para obtener una Vmis: y
continuar.

El algoritmo presentado es basico y sobre él pueden adaptarse modificaciones
cuando haya mas de un coeficiente de friccion a determinar, como también la
utilizacidon de tablas y/o graficas que simplifiquen la adopcién de valores iniciales
para comenzar el proceso iterativo.

Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1)

2)
3)
4)

5)

6)

7)
8)

9)

10)
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Enumere las variables y parametros de un flujo que inciden en la pérdida
de carga.

Defina las rugosidades absolutas y relativa de una tuberia.
En una tuberia, ¢épor qué importa la rugosidad relativa y no la absoluta?

éPor qué cree Ud. que las pérdidas de carga se expresan en términos de
la energia cinética del flujo?

¢El diagrama de Moody engloba todos los casos posibles de pérdida de
carga en tubos rectos de seccién circular? ¢Por qué?

¢Para construir el diagrama de Moody, se habran necesitado varios
bancos experimentales? Especificamente, édistintas bombas?

éPor qué el diagrama de Moody se presenta en una escala log-log?

Defina un coeficiente adimensional de pérdida de carga representativo de
un accesorio genérico.

Un accesorio colocado en un tramo de tuberia ocasiona una pérdida de
carga que puede asimilarse a una longitud adicional del tubo. A partir del
conocimiento de la caida de presidén en el accesorio, écoOmo definiria una
"longitud equivalente" para el accesorio?

éPor qué la iteracion para obtener la velocidad de un flujo en un sistema
de cafierias, se basa en la convergencia del factor de friccién y no del
numero de Reynolds?



CAPITULO

1 2 Maquinas

Hidraulicas:

Turbomaquinas

de Impulsion

12.1 Introduccion

Las turbomaquinas de impulsién, cominmente llamadas bombas, son los dispo-
sitivos que se utilizan para producir y mantener un flujo en un sistema de
tuberias. El aumento de energia del flujo se trasunta fundamentalmente en un
incremento de la presién y se debe a la interaccién del flujo con aspas rotatorias.
Existen tres tipos de turbomaquinas: las de flujo radial donde éste ingresa en la
direccion del eje del rotor (impulsor) y egresa en direccion radial; las de flujo
axial en las que el flujo ingresa y egresa de la bomba en la direccion del eje del
impulsor; y las de flujo mixto donde el flujo inicialmente axial egresa de la
bomba con componentes radiales y axiales.

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar los fundamentos del fendmeno de
impulsién en bombas radiales -también llamadas centrifugas-, que son las mas
utilizadas en las instalaciones de impulsidon de agua. La caracteristica requerida
para el flujo en tales instalaciones es la de poseer elevadas presiones con relati-
vamente bajos caudales. La alta presion es necesaria para vencer las pérdidas de
carga en largas tuberias y accesorios que conforman la red de suministro. Las
bombas radiales se utilizan generalmente para fluidos newtonianos de baja
viscosidad y, de ser no newtonianos, estos deben poseer -caracteristicas
pseudoplasticas.



CAPITULO 12: MAQUINAS HIDRAULICAS: TURBOMAQUINAS DE IMPULSION

Asimismo, en este capitulo presentaremos aspectos basicos en el disefio y
funcionamiento de instalaciones, para que las bombas -en tanto partes esencia-
les de éstas- funcionen adecuadamente.

12.2 Bombas de flujo radial o centrifugas

Las bombas se constituyen por un rotor alojado excéntricamente en una caja o
cuerpo de modo de producir una camara de seccion variable en forma de voluta
rodeando el rotor. La figura 12.1 muestra un esquema de un corte en vista
frontal, donde se ve el rotor, la caja y la voluta cuya razén es la de recibir el flujo
acelerado por las aspas y conducirlo hacia la boca de salida a través de secciones
cada vez mayores. Por ello, gran parte de la energia cinética lograda por el flujo
en la interaccion con las aspas, se transforma en trabajo de flujo, es decir en un
incremento de la presidn. Esto es muy importante porque gran parte de esa
energia cinética se debe a flujos secundarios surgidos por la rotacién que le
impone el rotor al flujo; desde este punto de vista la voluta recupera una energia
de nula utilidad para la impulsién.

Descarga

Impulsor o rodete

Drenaje del casco

Figura 12.1: Esquema en corte de una bomba centrifuga. Se ven: el impulsor, la voluta y la
descarga. Los alabes estan inclinados hacia atras respecto a la direccién de movimiento.

Seguidamente estudiaremos el fendmeno de impulsidon rotordindmica de un
fluido incompresible a través de un modelo simplificado que no considera la
viscosidad del flujo como tampoco la naturaleza compleja del flujo tridimensional
real dentro de la caja de la bomba. Consideremos el dlabe esquematizado en la
figura 12.2, que forma parte de un rotor que gira con una rapidez angular ; los
extremos 1 y 2 seran la entrada y salida del flujo respectivamente, para lo que
definiremos la siguiente simbologia: V sera la velocidad absoluta, V: y V, sus
componentes normal y tangencial al volumen de control fijo (ver lineas de punto
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12.2 BOMBAS DE FLUJO RADIAL O CENTRIFUGAS

en a) y b)) y v la velocidad relativa del fluido respecto al adlabe que siempre se

supone tangente al mismo. La rapidez periférica del dlabe es u = wr, donde r es
el radio del volumen de control en la superficie que corresponda; el angulo entre

V'y u es , mientras que el angulo entre vy u es f.

Planteando el balance de cantidad de movimiento angular en el volumen de
control (ver ecuacién 7.20), tomando como origen el centro del rotor, asumiendo
estado estacionario y despreciando los momentos debidos a la fuerza
gravitacional, se tiene:

pv (v-n) dA = E M
th v(v-n) LM
(12.1)

La suma de momentos del miembro derecho de la (12.1) sera entonces el torque
aplicado al eje del rotor y transmitido al flujo. Debido al sistema plano de
velocidades (no hay componentes de velocidad en la direccion del eje del rotor) y
la suposicién de perfiles planos de velocidad, tendremos:

T=p Q (Vg =11 V1)
(12.2)

Eje de rotacion

Figura 12.2: a) Volumen de control rodeando el impulsor. b) Tridngulos de velocidades en la
entrada y salida de un alabe (se indican los médulos de los vectores velocidad).

En la (12.2) se ve claramente que las componentes tangenciales de la velocidad
absoluta del fluido, son las Unicas que contribuyen al momento angular del flujo,
tanto en la seccion de entrada como en la seccidén de salida. Luego, la potencia
mecanica de la bomba, entregada totalmente al flujo (esto es, una bomba con
eficiencia del 100%), sera:
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wT =pQ Wy Vi —uy Viy)
(12.3)
Dados los triangulos de velocidades en los extremos del dlabe de la figura 12.3,
pueden expresarse las componentes tangenciales de velocidad como proyeccio-
nes de las velocidades absolutas, es decir:

wT =pQ (u,V,cosa, —u, Vy cos ay)
(12.4)
En el caso ideal en el que estamos trabajando, donde despreciamos cualquier
pérdida, la expresidon (12.4) debe ser la potencia de la bomba que, expresada en
altura de columna de fluido, nos dara la elevacion de presidn teédrica a través de
la denominada ecuacién de Euler:

_ T  (upVycosa; —uy Vg cos ay)
pgQ g

T
(12.5)

Sélo por coincidir con la bibliografia mas especifica de bombas e instalaciones de
impulsién de fluidos, adoptaremos el simbolo Hr, que no es otra cosa que lo que
en el capitulo 9 hemos llamado (—,j,).

Aplicando el teorema del coseno a los tridngulos de velocidades en los extremos
ly 2, setiene:

vi=u? + VZ—2u V;cosa
(12.6)

vi=us + VF—2u,V,cosa,
(12.7)

Despejando de las ecuaciones (12.6) y (12.7) los productos de las velocidades
absolutas y los cosenos de los angulos, y reemplazandolos en la (12.5), se tiene
que:

sz - V12 (V12 - u%) - (sz - u%)

H.- =
r 29 29

(12.8)

El primer término del segundo miembro de la (12.8) es la ganancia de energia
cinética del flujo entre la entrada y la salida del rotor. Para interpretar el signifi-
cado del segundo término, plantearemos el balance de energia mecanica sobre el
mismo volumen de control con que estamos trabajando y con las mismas suposi-
ciones utilizadas para obtener la expresion (12.2):

b2 —P1 Vi —=V{

Hr = —
T Y, + z,—2z; + 2g

(12.9)

De la comparacion entre la (12.8) y la (12.9) se desprende que el segundo
término del sequndo miembro de la primera no es otra cosa que la elevacion de
presion y altura del flujo entre 1 y 2. Eliminando Hr de las expresiones (12.8) y
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12.2 BOMBAS DE FLUJO RADIAL O CENTRIFUGAS

(12.9) se llega a la ecuacion histéricamente conocida como ecuacién de Bernoulli
en coordenadas rotatorias
2 2 2 2
vi —u vi—u
L ¢ Wi WY T
Pg 2g Py 2g
(12.10)
que, si despreciamos la diferencia de alturas debido al relativo pequefio tamafo

de las bombas, nos permite escribir la ganancia de presiéon como:

p2—p1 = 5 [ —ui) — (7 —u))]

NI|D

(12.11)

expresion en la que subyacen pardmetros geométricos (los angulos ay [y los
radios interior y exterior del rotor) y pardmetros operativos como la velocidad
angular del rotor. Una adecuada seleccién del valor de estos parametros derivara
en una optima ganancia de presion.

De la ecuaciéon (12.5) se ve que el mejor disefio de un rotor seria aquel en el que
el flujo carezca de momento angular a la entrada del alabe, es decir, aquél que
no posea componente tangencial en dicha seccién. Dicho en términos simbdlicos,

para el angulo a: = 90°, luego:
_u Vycosay
’ g
(12.12)

Dada la geometria del tridngulo de velocidades en la seccién de salida (ver figura
12.3), puede escribirse que:

V, cosa, = u, — V,, cotf,
(12.13)
Relacién que reemplazada en la (12.12) nos lleva a:
u’ u, V,, cotf3,
Hy=—2 - =21 "¢
g g
(12.14)

Considerando que el caudal que egresa del rotor en la seccién de salida se debe
Unicamente a la velocidad normal y, debido a la suposicion de flujo uniforme en
las secciones y considerando un ancho b, del rotor en la direccion de su eje,
puede escribirse que:

Q

vV, = ———
nz 27‘[7"2[92

(12.15)

Introduciendo la expresién (12.15) en la (12.14), teniendo en cuenta que

ux = @rz, la elevacion de presion o altura de carga neta maxima que proporcio-
nara la bomba sera:

207



CAPITULO 12: MAQUINAS HIDRAULICAS: TURBOMAQUINAS DE IMPULSION

u _®’r;  ® cotf
T g 2mb, g

(12.16)

La (12.16) muestra una funcionalidad lineal de Hr con Q para un rotor dado (lo
que implica el establecimiento de todas las magnitudes geométricas y operativas
gue participan en la expresién), de modo que puede reescribirse como:

Hr=ay — a; Q
(12.17)

Dependiendo del valor del angulo /. la relacién lineal tendréd pendiente positiva,
negativa o nula como puede verse en la figura 12.3.

Hy |
B.>90°

Aspas curvadas
hacia adelante

Aspas
rectas ﬁz —gQ°

Aspas curvadas
hacia atras

B><90°

Q

Figura 12.3: Altura de carga neta maxima en funcion del caudal para distintas inclinaciones -
respecto a la direccién de movimiento- de los alabes del impulsor.

Los valores de /% > 90° corresponden a aspas o alabes inclinados hacia adelante.
En ese caso la altura de carga aumentaria con el caudal; si bien ello seria muy
deseable en cualquier instalacidon, las maquinas se vuelven inestables deman-
dando cada vez mas potencia para ajustar su punto de operacion. Las aspas
rectas, es decir cuando /% = 90°, presentaradn una altura constante respecto a la
variacion de caudal; en el caso de bombas pequefas, tal como las de uso
corriente (hasta 2 HP) en instalaciones domiciliarias, se utilizan rotores con aspas
rectas porque son de mas facil fabricacién y por ende de menor precio. Los
alabes curvados hacia atras, cuando £ < 90°, presentan una recta tedrica con
pendiente negativa lo cual muestra que para mayores caudales la altura de carga
se reduce. Esta es la configuracion mas preferida cuando se requiere estabilidad,
robustez y durabilidad en una bomba. Cabe recordar que los ultimos argumentos
sOlo tienen significado dentro de las aproximaciones efectuadas para el analisis;
basicamente la no consideracidén de la viscosidad y la reduccion del flujo a una
configuracién plana en el plano del rotor.
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12.3 El fenomeno de cavitacion

La cavitacion es el fendmeno por el cual los liquidos a una cierta temperatura y
en condiciones hidrodinamicas, pasan -en parte- al estado de vapor debido a
una brusca disminucién de la presion por debajo de la presién de vapor (p.). Es
decir: cuando ello ocurre, una proporcion de la masa de liquido pasa a la fase
vapor para mantener constante la presién p, que corresponde a esa tempera-
tura. La fase liquida pasa luego a una mezcla de dos fases. Esto sucede con
frecuencia en las maquinas rotantes debido a la gran aceleracién del flujo, que
gana energia cinética a expensas de la reduccién de la presion. En el caso de las
bombas, la maquina comienza a vibrar y el flujo comienza a ser discontinuo; por
estas dos razones fundamentales se debe evitar que una bomba "“entre en
régimen de cavitacion”.

12.3.1 Presion de vapor

Es la presidn, para una dada temperatura, a la cual la fase vapor se encuentra en
equilibrio termodinamico con la fase liquida o con la fase sodlida, siempre como
mezcla de dos fases (también existe una temperatura y presion a la cual se
encuentran en equilibrio las tres fases y se denomina punto triple). El agua
(liquida), puede estar en equilibrio con su vapor a cualquier temperatura y la
presion de éste sera la que indica la figura 12.4. Por ejemplo, la presion de vapor
a nivel del mar es de una atmosfera (aproximadamente 101,3 [kPa], es decir la
presion ambiental normal) para lo cual el agua hierve a una temperatura
constante a la que se le ha asignado el valor de 100 °C.

32 Temperatura (°F) 212
40 60 80 100 120 140 160 180 200 450
15 T T T T T T T
J40
10 e 5
B Liquido /130 B
Presién de agua / Presion de vapor
(m de agua) (pies de agua)
/ - 20
5 /
-
/
P 410
Vapor
E— __—-’/
0 R 0
0 20 40 60 80 100

Temperatura (°C)

Figura 12.4: Presién del vapor de agua a diferentes temperaturas.

Para ejemplificar este fendmeno supongamos una camara cerrada, totalmente
llena de agua a una presion determinada (ver figura 12.5). Si la cdmara se

209



CAPITULO 12: MAQUINAS HIDRAULICAS: TURBOMAQUINAS DE IMPULSION

calienta, habra una temperatura en la que el agua comenzarad a pasar a vapor
manteniéndose constantes ambas variables termodinamicas: la presion y la
temperatura. Si se repite la experiencia con la misma camara, pero con agua a
otra presidon, se vera que el pasaje a vapor se producird a otra temperatura. Las
presiones y las temperaturas de equilibrio (que son las de ebullicion) se encuen-
tran en la figura 12.4. A presiones menores, el agua comienza a hervir a
temperaturas mas bajas. Dicho de otro modo, la energia que necesitan las molé-
culas para escapar del seno liquido es menor para vencer la contrapresion. Una
consecuencia de esto es que a grandes altitudes es mas dificultoso cocer
alimentos en agua hervida porque ésta hierve a menor temperatura debido a la
baja presidn ambiental. Por el contrario, las denominadas “ollas a presién” toman
ventaja de este hecho natural del agua, evitando la salida del vapor y generando
una sobrepresion interior —controlada por una valvula- para hacer que el agua
hierva a mas de 100 °C (tipicamente alrededor de los 120 °C) y por lo tanto los
alimentos se cocinen mas rapido.

P
P A
= p=Pla(cte = '
Tcte
p p
Q Q

Figura 12.5: Camara cerrada conteniendo agua liquida en proceso de calentamiento. A una dada
temperatura para la presién del agua, ésta comenzara a pasar a vapor manteniendo su tempera-
tura constante.

12.3.2 Sistemas de dos fases

La figura 12.6 muestra el diagrama T-S genérico de una sustancia pura —como el
agua-, donde se ven las distintas zonas de temperatura y entropia en la que la
sustancia aparece en estado sdlido, liquido o vapor (vaporizacion). Se ve la
clasica campana en cuyo interior se presentan los estados de equilibrio liquido-
vapor para distintas temperaturas. En la zona inferior de la campana y por
debajo de la linea de punto triple, se hallan los puntos de equilibrio entre las
fases sdlido y vapor (sublimacién).

La linea que comienza en “a” representa una isobara donde se ve que dentro de
la campana la presidon se mantiene constante para cada temperatura. La rama
izquierda de la campana refleja el estado de liquido saturado (todo liquido) vy la
rama derecha la de vapor saturado (todo vapor).
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Figura 12.6: Diagrama Temperatura-Entropia de estados del agua. Se muestran con flechas los
procesos que producirian cavitacion.

Cuando un liquido estd en movimiento a una temperatura dada, puede reducir su
presion —por razones hidrodinamicas- por debajo de la presidon de vapor. Como la
sustancia no puede estar sélo en fase liquida por debajo de la presién de vapor,
una porciéon del liquido pasard a vapor manteniendo constante la presién en el
valor p,. El sistema se vuelve de dos fases y su estado de equilibrio se encon-
trara dentro de la campana. Este es un fendmeno que aparece usualmente en la
succion de las bombas, donde el liquido se mueve aproximadamente a tempera-
tura constante hacia zonas de menor presidn (ver flecha de linea entera), donde,
la presidn puede llegar a ser p, y producirse cavitacion. Esta dificultad es tanto
mayor cuanto mayor sea la temperatura del liquido impulsado, debido a que las
isobaras se juntan muy cerca de la campana en la zona superior de la misma
(ver flecha de trazos y puntos).

Para evitar la cavitacion debe suministrarse a la bomba un liquido a presion
bastante mayor que la del vapor a esa temperatura, lo cual se asegura en
muchos casos haciendo que la bomba aspire por debajo de un tanque de sumi-
nistro elevado. Esto equivale en la figura 12.6, a correr el proceso hacia la
izquierda (ver flecha de puntos). El tanque elevado debera ser mas elevado
cuanto mayor sea la temperatura del liquido bombeado.

12.4 Sistema tipico de cafnerias de impulsion y conduccion de
liquidos

La figura 12.7 muestra un sistema tipico de caferias donde una bomba impulsa
un caudal de liquido para satisfacer una determinada demanda. Dicho circuito

puede dividirse en dos zonas: la parte de la instalacion que estd antes de la
bomba o zona de succién y la parte que estad después de la bomba o zona de
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descarga. La expresion (9.14) gobierna el balance de energia mecanica dentro
del fluido rodeado por los tanques y caferias, la que debe ser planteada para
comenzar a analizar distintos aspectos de estos sistemas:

. Vi p
— weje=A<£+zc+ﬁ>+h=HT

(12.18)
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succién [ descarga

Figura 12.7: Sistema tipico de bombeo: ramas de succion y de descarga. Por simplicidad se
suponen tanques para la succion y la descarga para despreciar las energias cinéticas.

12.4.1 Sistemas de alturas de carga

Definiremos como alturas de carga a las energias del fluido antes y después de la
bomba. En un sistema de bombeo consideraremos las alturas de carga de
succion, de descarga y neta positiva de aspiracidon. Las definiremos a conti-
nuacidon en concordancia con la figura 12.7 donde el fluido se aspira desde un
tanque y se descarga en otro, y donde la linea de referencia de alturas se ha
tomado coincidente con la posicidn de la bomba. La altura de carga de succidn
(energia disponible en la succion) estara dada por la energia potencial (de altura)
mas el trabajo de flujo en la seccién de entrada, menos la pérdida de carga en la
caferia de succion, es decir:

Hy, =z +——h,
(12.19)

De modo analogo, la altura de carga en la descarga, estara dada por las energias
a vencer para lograr las condiciones de descarga. Es decir, la energia de altura,
el trabajo de flujo y las pérdidas de carga en dicha cafieria:

(12.20)
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La altura de carga total Hr requerida a la bomba sera la diferencia entre las
expresiones (12.20) y (12.19), es decir:

Hy = Hy — Hs=(zd—zs>+(’°‘;—;m+(hd+hs)

(12.21)

La altura de carga de succién (Hs) disminuye y la requerida en la descarga (Hq)
aumenta cuando el caudal demandado es mayor, ello debido al aumento de la
pérdida de carga en ambas partes de la instalacién. Por este motivo, la potencia
demandada a la bomba aumenta con el incremento del caudal. Como veremos
mas adelante, las bombas centrifugas cambian su punto de funcionamiento para
impulsar mayores caudales, pero logrando presiones (o alturas) menores; ello,
mientras tanto no se produzca cavitacion.

Si el caudal se incrementa, la bomba debe producir un vacio cada vez mayor
para poder succionar en el mismo tiempo mas volumen de liquido, pero esto
tiene un limite que es el que da el fendmeno de cavitacion. Como se ha dicho en
el item 12.3, el funcionamiento de la bomba con cavitacién debe evitarse por la
discontinuidad del flujo, la vibracién de la maquina y los dafios sobre el rotor que
producen las burbujas de vapor que condensan subitamente cuando llegan a
regiones de presiones elevadas. Puede definirse luego, la “altura neta positiva de
aspiracién” (ANPA) como la altura de carga disponible en la rama de succién, con
referencia a la presion de vapor para la temperatura del liquido bombeado. Es
decir:

ANPA = 7+ PP oy Py

Py Py

(12.22)
El ANPA disponible en un sistema debe ser siempre positivo para no entrar en
cavitacion. El aumento de la pérdida de carga en la aspiracidon debido al aumento
del caudal, significa una pérdida de ANPA. Por ejemplo, en el bombeo de agua a
100 °C desde un tanque abierto a la atmédsfera, ps = p., con lo cual para ser posi-
ble la aspiracion, el tanque debe estar elevado. En cambio, cuando (ps - pv) es lo
suficientemente grande, puede aspirarse un liquido incluso desde un reservorio
ubicado por debajo de la bomba. La figura 12.8 muestra estos esquemas de
posicion relativa entre la bomba y el tanque de suministro.
El posicionamiento de bombas por encima del nivel del liquido aspirado que se
encuentra en condiciones de temperatura y presion ambiental, tiene un limite.
Para el agua, dicho limite -tedrico- es de 10,3 [m] debido a que para levantar
una columna de 10,3 [m] de agua a presidon atmosférica se requiere una
depresidon que llegue al vacio total, con lo cual el agua llegaria totalmente en fase
vapor al interior de la bomba. Las bombas domiciliarias que extraen agua de las
napas succionando desde el nivel del suelo, sélo pueden lograrlo cuando las
napas freaticas -en teoria- se encuentran no mas alld de 10,3 [m] de
profundidad (bastante menos en la practica). Para extraer agua de napas mas
profundas, hay que llevar las bombas a la napa, es decir utilizar bombas de
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profundidad. Los molinos de campo, por ejemplo, tienen el émbolo impulsor en
las cercanias de la napa de la cual extraen el agua para riego u otros usos.

—_— |
Con valvula de retencién I @ ;’

para prevenir el vaciado
de la rama de succidn.

Con valvula de retencidn

para proteccion de la bomba
frente al golpe de ariete.

a) | @—H—»} b)

Figura 12.8: Posicién relativa entre la bomba y el tanque de suministro. a) Situacion mas conve-
niente, especialmente para liquidos calientes. b) Situacion no deseable pero utilizable sdlo con
liquidos frios. Debe instalarse una valvula de retencion en la rama de succién, mas baja que el
nivel del tanque, para evitar que la tuberia se vacie en momentos de parada. Ver sus usos en:
https://drive.google.com/file/d/18eawliv_DYddWnHIBCs53hFMP3hsfWQO0/view?usp=drive link

https://drive.google.com/file/d/1g52NxtLxXKffl1tg4rloCetQhYMi30g4k/view?usp=drive link

La figura 12.9 muestra un disefio esquematico de un banco de pruebas
hidraulicas para mediciones indirectas de pérdida de carga en tuberias rectas de
seccidén circular y ensayos varios entre los que se encuentra la induccion artificial
de cavitacién y la visualizacion de flujos en tramos de tuberias transparentes.

Y e
Q /H Q

Caudalimetro Mandémetro
N\

Tanque

Figura 12.9: Esquema del disefio de un banco de pruebas hidraulicas. Obsérvese la ubicacion
relativa de la bomba respecto al tanque y los diferentes accesorios e instrumentos para las
mediciones. VE: valvula esclusa, VR: valvula de regulacion o estranguladora, P1-2 presiones.

Las figuras 12.10 y 12.11, por su parte, muestran la materializacion del banco de
pruebas hidraulicas en la Facultad Regional Santa Fe de la Universidad
Tecnoldogica Nacional (FRSF-UTN), equipamiento construido por el autor,
docentes colaboradores y el soporte econdmico del Departamento de Ingenieria
Industrial de la citada Facultad.
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12.4 SISTEMA TIPICO DE CANERIAS

Figura 12.10: Vista general (desde dos angulos) del banco de pruebas hidraulicas desarrollado en
la FRSF-UTN.

Figura 12.11: Imagen de la bomba y su conexion con el tanque de suministro y la red de cafierias
para las mediciones indirectas de pérdida de carga. Obsérvese la valvula esclusa (instalada ex
profeso) y el vacuémetro en la rama de succion; el mandémetro en la rama de descarga y los tubos
transparentes en ambas ramas. La fotografia corresponde a un momento en el cual el flujo de
ingreso a la bomba esta cavitando, el color blanco se debe a la emulsion del vapor en el liquido. El
flujo de salida es transparente porque el vapor se ha condensado en la zona de alta presion,
produciendo microerosiones en el rotor de la bomba.

215



CAPITULO 12: MAQUINAS HIDRAULICAS: TURBOMAQUINAS DE IMPULSION

Con fines didacticos se generan condiciones de cavitacién mientras la bomba
esta funcionando, ello se logra cerrando paulatinamente la valvula esclusa
ubicada a la salida del tanque de suministro. El cierre impacta en el sistema
aumentando la pérdida de carga de la rama de succion (hs en la ecuacién 12.22)
y por consiguiente reduciendo continuamente el ANPA. La bomba, para asegurar
el suministro, genera un vacio relativo cada vez mayor hasta que la presién llega
a la presién de vapor a esa temperatura y se produce la cavitacion. La figura
12.12 muestra el aumento del fendbmeno a medida que se cierra la valvula
esclusa y el vacuémetro indica la mayor depresidon en la succién de la bomba.

Figura 12.12: Induccion artificial de cavitacion por el cierre de la valvula esclusa situada a la salida
del tanque de suministro. El proceso es de disminucién del ANPA y el flujo va tornédndose cada vez
mas blanco.
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12.5 Curvas caracteristicas de bombas centrifugas

El funcionamiento de una bomba centrifuga, para una determinada velocidad
rotacional del impulsor y de viscosidad del liquido, se representa graficando la
altura de carga total, la potencia y el ANPA como funciones del caudal. Estas
curvas caracteristicas tienen una variedad de formas que dependen de la
geometria del impulsor y la camara de la bomba. En general, las curvas se
presentan para el agua y siguiendo reglas de semejanza pueden extrapolarse a
otros fluidos.

La altura de carga de una bomba centrifuga para un dado caudal es
independiente de la densidad del fluido (ver ecuacion 12.16), por ello, las
presiones generadas por una misma bomba en dos fluidos distintos tendran la
siguiente relacién:

Apr _ Ap. _ A _ P
P19 P2 9 Ap, P2

HT =
(12.23)

La figura 12.13 muestra en forma genérica una curva caracteristica ! de una
bomba centrifuga superpuesta a la curva de demanda del sistema. Mientras la
bomba produce menores alturas de carga para mayores caudales, el sistema
genera mayores pérdidas de carga para mayores caudales. Recordemos que las
pérdidas dependen del cuadrado de la velocidad (por ende, del cuadrado del
caudal) y por ello su aspecto parabdlico. Para un caudal determinado el punto de
operacién de la bomba se encontrara en la interseccion de las dos curvas. El
conocimiento del punto de operacion permitird elegir la bomba mas adecuada
para satisfacer los requerimientos del sistema.

Hr

Curva analitica de la bomba

p<0

Curva experimental de la bomba
Punto de
operacion

Curva del sistema

—_

Q

Figura 12.13: Curva caracteristica “altura neta de carga-caudal” de una bomba centrifuga: la
experimental y la analitica, superpuestas a la curva de requerimientos de carga del sistema. Por
simplicidad se supone 100% de eficiencia en todos los puntos posibles de operacion.

1 La curva caracteristica -experimental- de una bomba centrifuga con &labes curvados hacia atrés, difiere de la
recta analitica (fig. 12.3), debido a los efectos viscosos que fueran desestimados en el analisis del item 12.2.
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12.5.1 ANPA disponible y ANPA requerido

Las consideraciones de los parrafos anteriores se han hecho asumiendo un
adecuado ANPA disponible en el sistema de modo de asegurar un flujo volumé-
trico liquido en el sector de succién de la bomba. La figura 12.14 muestra la rela-
cion tipica entre el ANPA disponible en el sistema y el ANPA requerido por la
bomba para satisfacer los requerimientos de caudal.

ANPA

— — — — — — o — — —— — — — —— — — — oy — —

ANPA disponible
en el sistema

Regidn de s
operacion ..:ﬁ’_
normal P

-~

-~
-

ANPA requerido
por la bomba

—

Q

Figura 12.14: Requerimientos de altura neta positiva de aspiracion para una bomba centrifuga. Se
indica la region de operacién sin riesgo de cavitacién.

El ANPA requerido aumenta aproximadamente con el cuadrado del caudal por lo
cual la bomba rapidamente puede superar la disponibilidad y producir una
succidon insuficiente. Cuando ello ocurre, la eficiencia del bombeo cae
estrepitosamente como muestra esquematicamente la figura 12.15. La operacién
normal de la bomba siempre se dara cuando el ANPA requerido sea menor al
disponible.

H Curva normal para condiciones
T de succion adecuadas

Punto de
operacion normal

Curva del sistema

:‘\Cuma para un ANPA
disponible insuficiente

—
—_

Q
Figura 12.15: Curva de la bomba, curva del sistema y curva de operacidn con ANPA insuficiente.
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La figura 12.16 muestra la curva esquematica de la figura 12.15, lograda a
través de la operacién y mediciones en el banco de pruebas hidraulicas de la
figura 12.10.

28 T T T T T T T T T T

26 .

24 1

22 -

20 -

18 |-

H (m)

16

14 L @ Operacién normal |
® Operacién en cavitacion
121 Curva del fabricante )

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 560 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Q (I/min)

Figura 12.16: Curva H-Q de la bomba del banco de pruebas hidraulicas de la figura 12.10 para
operacion normal (ANPA suficiente) y operacion con flujo de cavitacidon (ANPA insuficiente).

Cuando una bomba centrifuga entra en operaciéon con cavitacién, una manera de
salir de ese estado es reduciendo el caudal. La figura 12.17 muestra las
variaciones de las curvas del sistema durante este proceso.

H T A Curva de la bomba Punto de operacion
con estrangulamiento

Curva del sistema 4
con estrangu.’am.fem

Punto de operacion
normal

Curva del sistema
normal

=

Q

Figura 12.17: Variacion del punto de operacidon de una bomba centrifuga debido a un estrangula-
miento en la descarga. Se pasa la bomba a un régimen de operacidn sin riesgo de cavitacion.
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Ello se logra colocando una valvula de estrangulamiento a la salida de la bomba
(ver figuras 12.7 y 12.9), de modo de producir una mayor pérdida de carga en la
region de descarga y de esa manera reducir el caudal. La figura 12.17 muestra,
ademas y con referencia a la figura 12.14, como nos movemos hacia una region
de mayor ANPA disponible 2.

El cierre de la valvula de estrangulamiento reduce el caudal y por ende la pérdida
de carga en la succion, produciéndose un recupero del ANPA vy la vuelta del flujo
totalmente a la fase liquida. Si la reduccién del caudal se produjese por el cierre
parcial de la valvula esclusa -instalada en la succidén-, ello empeoraria el
funcionamiento porque al aumentar la pérdida de carga en la succién el ANPA, en
vez de aumentar, se reduciria aun mas.

Como recomendaciones finales para asegurar un ANPA disponible positivo, puede
decirse que en la rama de succién de una bomba: el tanque de suministro debe
estar sobreelevado respecto a la bomba y las tuberias deben ser lo mas cortas,
gruesas, lisas y con la menor cantidad de accesorios posible.

12.5.2 Determinacion del punto de funcionamiento para la
seleccion de la bomba

Con relacién a lo anterior, deben estimarse con la mayor precision posible las
pérdidas de carga de un sistema. Nunca deben utilizarse factores de seguridad
que las magnifiquen porque ello podria impactar en una seleccién inapropiada de
la bomba. La figura 12.18 muestra este hecho.

Hy A

ICapacidad requerida

—
—_

Q

Figura 12.18: Curva de sistema (linea de trazos) con sobredimensionamiento de pérdidas de carga.
Se predice un punto de operacidn en A,. Curva real del sistema (linea llena) y punto de operacién
real As.

2En el primer enlace, usted podra ver un video (explicado) del autor, donde se muestra la entrada
y salida del régimen de cavitacion en la bomba del banco de pruebas hidraulicas de la FRSF-UTN.
En el segundo enlace se accede al video original y en el tercero a otro video del flujo bifasico.
https://drive.google.com/file/d/1vlerllzRrCdpz1 TMZHO05sgdKIiLG2Xvm/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1ko0Q1SJ7weFcSaXD9hhb503EP2d9-K5W/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1H2T J81uFKdSKKt-bW3AVRSXjI4i1ASK/view?usp=sharing
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Supdngase que la curva OA; es la curva real del sistema, pero fue incrementada
la pérdida de carga por un factor de seguridad, luego, la curva del sistema
obtenida es la OA.. La bomba seleccionada es tal que, se presume, trabajara en
el punto A, sin embargo, “realmente” la bomba trabajarad en As, el punto de
equilibrio con la curva de carga real del sistema.

El problema que aqui subyace es que la bomba seleccionada trabajando en As;
entregara un caudal mayor a menor presion y probablemente con una eficiencia
inferior a la que tendria en A..

12.5.3 Bombas conectadas en serie y en paralelo

No siempre una Unica maquina es capaz de alcanzar los requerimientos del
sistema, para lo cual suelen conectarse dos o mas bombas en serie o en para-
lelo. La forma de hacerlo dependera de lo que se necesite, es decir: si se nece-
sita altura de carga (por ejemplo, para subir agua a tanques muy elevados) las
bombas se conectaran en serie y si se necesita caudal (por ejemplo, para
sostener el suministro de agua potable desde la planta al ejido urbano), las
bombas se conectardn en paralelo. En este ultimo caso -con la conexion en
paralelo- también puede asegurarse la continuidad del servicio por parada o
rotura de una de las bombas ya que la otra continuara impulsando con la misma
carga pero con un menor caudal.

La figura 12.19 muestra la curva de carga del sistema superpuesta a las curvas
caracteristicas de las dos bombas conectadas en serie

k HTT d
o HT1 Hr2

Curva de la bomba 1

Punto de funcionamiento
de la bomba

Hrol-- - - - ol e
Hril-F---- - - e e e e e e - -

|
Punto de funcionamiento

Curva del sistema de fa bomba 1 |

|
|
(.lJT’

Q

Figura 12.19: Conexién de bombas en serie. Ambas impulsan el mismo caudal y la altura neta de
carga es la suma de las dos.
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En la figura se ven los puntos de funcionamiento de cada bomba considerando
gue el caudal que impulsan es el mismo. La altura de carga resultara la suma de
las alturas generadas para dicho caudal por cada bomba. Es decir:

Hrr = Hry + Hps
(12.24)
Qr =01 = Q;

(12.25)
Este problema es analogo a la conexidn de resistencias en serie: el caudal es el
analogo de la corriente y las alturas son analogas a la diferencia de potencial.
La figura 12.20 por su parte, muestra la curva del sistema superpuesta a las
curvas caracteristicas de dos bombas conectadas en paralelo. Los puntos de
operacién de las bombas se obtienen asumiendo que ambas producen la misma
altura de carga y el caudal total resultard la suma de los impulsados por cada
una. Esto es:

Hrp = Hpy = Hypy
(12.26)

Qr =01 + Q;
(12.27)

Como en el caso de la conexion de bombas en serie, la conexidn en paralelo es
también analoga a la conexidon de resistencias eléctricas en paralelo.

HTT

o s

QT >—H ———=>—Qr

‘ OS2

Curva de

1
la bomba Punto de funcionamiento

de la bomba 2 Punto de funciopémiento

Hrr|l--FA-- - -k - ----

la bomba 2

Curva del sistema

Figura 12.20: Conexion de bombas en paralelo: Ambas impulsan a la misma altura de carga y el
caudal total es la suma de los caudales de cada una.
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12.6 RELACIONES CARACTERISTICAS DE LAS BOMBAS

Para hallar los puntos de funcionamiento de las bombas en cada tipo de
conexién, se requiere un método iterativo grafico numérico que no vamos a
tratar dado que se reserva para asignaturas de mayores alcances practicos.

12.6 Relaciones entre magnitudes caracteristicas de las bombas
centrifugas

Por la experiencia y la teoria analizada en el item 12.2, convengamos que las
magnitudes mas representativas de una bomba centrifuga son: la velocidad de
rotacion (N cuando se mide en rpm), el didmetro del rotor (D), la potencia (Pg),
la altura de carga (Hr) y el caudal (Q). Un analisis dimensional asumiendo la
dependencia de unas sobre otras de estas magnitudes, conduce a las siguientes
expresiones:

Py =C(, Q Hy
(12.28)
Q=CzND3
(12.29)
3
Hp=CyN>D? = Hy2=c/?N3D?
(12.30)

Operando entre las expresiones (12.29) y (12.30) y teniendo en cuenta que C>y
Cs (también C;) son constantes, se llega a que

NG

Hy'la

= constante

(12.31)

La (12.31) se denomina velocidad especifica y se utiliza como un indicador del
tipo de bomba. Siempre se halla en el punto de mayor eficiencia y su valor surge
de colocar el caudal en galones por minuto, la velocidad de rotacidon en rpm y la
altura de carga en pie. La velocidad especifica, si bien no es una magnitud
adimensional, sirve para comparar distintas bombas que guardan similitud. Su
dimensién es (L/T?)%4.

Asimismo, cuando existen dos bombas que son geométricamente semejantes, se
dice que son homdlogas y el funcionamiento comparado de estas se rige por las
siguientes leyes de afinidad que surgen de las ecuaciones (12.28), (12.29) y
(12.30), entre otras que dan lugar a relaciones entre los ANPA de las bombas

homodlogas:
Ql (Nl) (El)g
QZ NZ EZ

i G G
HTZ NZ DZ

(12.32)

(12.33)
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Pgi <N1>3 (D1>5
Pg; N, D,

ANPA; _ <N1>2 (D1>2
ANPA, \N,/ \D,

(12.34)

(12.35)

Si las bombas homodlogas poseen un diametro levemente distinto, las expresio-
nes (12.32) y (12.34) se simplifican a la siguiente forma:

AL

)
PEZ NZ DZ
(12.37)

El escalamiento que proponen las ecuaciones (12.32) a (12.37) permite predecir
las variaciones que puede haber en una cierta instalacién debido al cambio de
una bomba por otra semejante, o bien, cudles serian los valores caracteristicos
de una nueva bomba con disefio semejante a una existente.

(12.36)

12.7 Ventiladores, sopladores y compresores rotativos

Los ventiladores, sopladores y compresores se utilizan para impulsar aire u otros
gases generando sobre ellos un aumento de presidén. Basicamente se clasifican
por su forma y principio de funcionamiento y la elevacién de presidon que pueden
producir. Segun el rango de presiones estaticas, estos dispositivos se dividen en:
ventiladores, que trabajan generando presiones pequefias hasta de 13,8 [kPa],
por encima de ese valor y hasta 69,0 [kPa] los ventiladores se denominan
propulsores; para presiones mayores a las expresadas y hasta el orden de las
decenas de mega pascales [MPa], las maquinas se denominan compresores. Los
ventiladores se utilizan para hacer circular aire desde o hacia un espacio
determinado, en ocasiones a través de conductos. Los compresores en cambio,
utilizan la compresibilidad del aire para suministrar grandes caudales a grandes
velocidades para servir de soporte a una gran variedad de procesos industriales.
Los ventiladores de propulsidon operan practicamente a presidon constante y utili-
zan hélices de dos a cuatro aspas impulsando el flujo en la direccién axial. Son
los clasicos dispositivos para el verano, en ocasiones se instalan en agujeros en
las paredes para posibilitar la entrada de aire fresco del exterior o generar la
salida de aire viciado desde el interior. Los ventiladores de ducto son similares a
los de propulsion, pero trabajan dentro de un ducto generando elevaciones de
presion hasta de 400 [Pa], pueden tener tamanos con didmetro cercanos a 0,9
[m] e impulsar caudales del orden de los 500 [m3/min].

Los sopladores centrifugos impulsan el aire con el mismo principio que utilizan
las bombas centrifugas (ver item 12.2) y sus rodetes pueden construirse con
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aspas inclinadas hacia atras, hacia adelante, rectas o en forma de superficie
sustentadora. Tipicamente, los sopladores con aspas inclinadas hacia atras,
requieren una menor potencia que aquellos con aspas hacia adelante para igua-
les condiciones de servicio. Las aspas en forma de superficie sustentadora (tipo
ala) se utilizan para lograr condiciones de servicio silenciosas y eficientes.

Los compresores centrifugos trabajan también con rotores de aspas curvadas
como se ha relatado precedentemente. Estos se utilizan para impulsar caudales
hasta de 2,5x103 [m3/min] a presiones tan altas como de 55 [MPa].

Los compresores axiales estan constituidos por varios rodetes axiales en tandem,
en forma de dispositivo multietapa. Se utilizan para suministrar caudales muy
grandes, hasta de 25 x102 [m3/min] a una presion de 700 [kPa].

12.8 Consideraciones acerca de ductos para aire

A riesgo de ser repetitivo respecto a discusiones realizadas en torno a la conduc-
cion de agua por cafierias, podemos destacar las siguientes consideraciones para
el diseno o seleccidn del tamafio de los ductos para conduccién de aire 3 #:

e Caida de presién: Son proporcionales al cuadrado de la velocidad del
flujo, para lo cual es conveniente utilizar ductos de mayores secciones
transversales.

e Requerimientos de potencia del soplador: La potencia requerida aumenta
cuando la caida de presion es grande en el circuito de ductos, por ello
conviene la utilizacion de ductos de gran area de flujo. Directamente
proporcional a la potencia del soplador, sera el costo del mismo.

e Costos de los ductos: Los costos de los ductos largos son mayores que los
costos de los ductos cortos, por lo cual es recomendable el uso de estos
ultimos.

e Costos de instalacién: Las tuberias pequefias son en general mas faciles
de instalar aunque este aspecto no es de mayor trascendencia.

e Espacio requerido: Las tuberias pequefas requieren menor espacio e
interfieren menos con otros equipos, mobiliarios u operaciones.

e Expansion futura: Se prefieren los ductos de gran tamafio para posibilitar
ampliaciones sin necesidad de remocion y recambio de tuberias existen-
tes.

3 En el enlace siguiente se puede ver un trabajo del autor y colaboradores, donde se disefia un sistema de
climatizacion basado en tubos enterrados, un forzador del flujo de aire y su distribucidén en una vivienda basica
para 4 personas.

https://drive.google.com/file/d/147aeGypo7hR6NYnvYPahhgB3K9RZQmFj/view?usp=drive link

4 En el enlace siguiente se puede ver un trabajo del autor y colaboradores, donde se analiza el
acondicionamiento de aire en un edifico de doble pared, simulando el flujo de ventilacion producido por un
gradiente térmico y el efecto de conveccion natural. Asimismo, se analiza comparativamente la ventilacién por
conveccion forzada.

https://drive.google.com/file/d/1duphoFc-R5uxUDIgsppn4Y3Tx Cabpei/view?usp=drive link
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e Ruido: El flujo de aire es ruidoso cuando éste se mueve por tuberias
estrechas, valvulas y accesorios. Por esto es mdas conveniente el uso de
ductos de gran tamafo.

Por Ultimo, es comun que se utilicen ductos de seccidn circular para aire prove-
niente de sistemas de ventilacidon, calefaccion o aire acondicionado. No obstante,
debido a limitaciones de espacio, suelen utilizarse ductos de seccién cuadrada o
rectangular cuyo dimensionamiento o seleccién se realiza a través del denomi-
nado “didametro equivalente” que esta dado por:

_ 1,3 (ab)’/®
¢ (a+ b4
(12.38)
Donde a y b son los lados de la seccion recta rectangular expresados en pulgadas
(in). El didmetro equivalente -que resultara en pulgadas- permite utilizar para los
ductos rectangulares las tablas y graficas relativas a ductos circulares.

Preguntas para el repaso y la autoevaluacion:

1) ¢éQué rol cumple la voluta de una bomba centrifuga en los intercambios
de energia que se producen en su interior?

2) El volumen de control utilizado para el andlisis dinamico del flujo con el
rotor, ées fijo o es movil?

3) Para el andlisis de impulsién rotordindamica, épor qué se utiliza el balance
macroscoépico de momento angular?

4) ¢En el balance macroscépico de momento angular, por qué se desprecia
el torque producido por las fuerzas gravitacionales?

5) ¢Cuales son las condiciones simplificatorias para las cuales se desarrolla
el balance macroscopico de momento angular?

6) <(Qué significa que la maxima potencia de la bomba se obtendra cuando
la velocidad absoluta del flujo a la entrada del rotor tenga direccion
radial?

7) ¢éPor qué no se utilizan los dlabes curvados hacia adelante?

8) Si el tridangulo de velocidades en la salida de un alabe de una maquina
hidraulica, es -en la misma escala geométrica- mas grande que el
triangulo de velocidades en la entrada, équé tipo de maquina hidraulica
es?

9) Si el tridangulo de velocidades en la salida de un alabe de una maquina
hidraulica, es —en la misma escala geométrica- mas chico que el tridngulo
de velocidades en la entrada, équé tipo de maquina hidraulica es?
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)
26)
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Defina la cavitacion por fendmenos hidrodinamicos e indique en un
diagrama T-S un proceso a temperatura constante que termine en una
mezcla de liquido y vapor.

éPor qué cuanto mayor es la temperatura de un flujo, mas posibilidades
hay de que se produzca cavitacion? Muestre el fendmeno con un
diagrama de estado de fases del agua.

Defina la altura de carga de succién y la altura neta positiva de aspiracién
(ANPA). {Qué significado tiene cada una?

Muestre la mejor ubicacion de la bomba con relaciéon al tanque, para
asegurar un ANPA siempre positivo ante las variaciones del caudal.

En teoria, éa qué altura por encima del nivel de un tanque abierto a la
atmdsfera, podria instalarse una bomba que succione agua muy fria?

Ud. debe elevar agua desde una napa profunda hasta la superficie,
éddénde ubicaria la bomba?

Cualquiera de las formas del balance de energia mecanica por unidad de
tiempo, étiene informacidn de la ubicacién de la bomba en el contexto de
la instalacion completa?

Defina el punto de operacion de una bomba y ubiquelo en un diagrama
adecuado.

Cuando el flujo succionado por una bomba es un flujo de cavitaciéon, équé
caracteristicas tiene el flujo a la salida de la bomba?

¢A qué se llama valvula de estrangulamiento, en qué lugar de la
instalacion se coloca y para que se usa?

éConviene colocar la valvula de estrangulamiento en la rama de succidn
de la bomba?

En la figura 12.14 ubique en la curva de la bomba, un punto de
funcionamiento correspondiente a succién con cavitacién, luego suponga
gue acciona la valvula de estrangulamiento hasta que el funcionamiento
sea normal. En la misma grafica de la figura 12.14, ubique un punto
genérico de ese estado de funcionamiento.

¢Qué caracteristica deben tener las tuberias y los accesorios en la rama
de succién? Justifique la respuesta en términos del ANPA.

¢Cual es la estrategia para sacar una bomba de un funcionamiento con
flujo de cavitacién?

Para seleccionar una bomba adecuada a una instalacién, éconviene hacer
calculos magnificando las pérdidas de carga?

¢En qué casos utilizaria un arreglo de dos o mas bombas en paralelo?

¢Cémo haria para suministrar agua a los pisos elevados de un edificio de
gran altura?

227



CAPITULO 12: MAQUINAS HIDRAULICAS: TURBOMAQUINAS DE IMPULSION

27) éila teoria de impulsidon rotordindmica desarrollada para bombas
centrifugas, es valida para sopladores con rotores del mismo tipo?

28) Enumere las consideraciones a realizar para el disefio de ductos de
conduccidén de aire para ventilacion o climatizacion.
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